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 Abstrakt 
Tato práce se zabývá metodami stochastického programování a jejich využitím v oblasti 
finančního investování. Teoretická část práce je věnována základním pojmům matematické 
optimalizace, stochastického programování a rozhodování v podmínkách nejistoty. Dále jsou 
představeny výchozí principy moderní teorie portfolia, značný prostor je věnován technikám 
měření rizika v kontextu investování, zejména pak metodám Value at Risk a Expected 
shortfall. Praktická část je zaměřena na tvorbu optimalizačních modelů s důrazem na 
minimalizaci investičních rizik. Vytvořené modely pracují s reálnými daty a jsou řešeny 
v optimalizačním software GAMS. 
Abstract 
This thesis deals with methods of stochastic programming and their application in financial 
investment. Theoretical part is devoted to basic terms of mathematical optimization, 
stochastic programming and decision making under uncertainty. Furter, there are introduced 
basic principles of modern portfolio theory, substantial part is devoted to risk measurement 
techniques in the context of investment, mostly to the methods Value at Risk and Expected 
shortfall. Practical part aims to creation of optimization models with an emphasis to minimize 
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Prakticky všechny činnosti, které člověk vykonává, jsou spojeny s jistým druhem 
rizika. Investování není v tomto směru žádnou výjimkou, ba naopak, ve světě financí je riziko 
jedním z klíčových pojmů. Zcela intuitivně je jakákoliv investice spojena s nejistotou ohledně 
budoucího vývoje, potažmo s rizikem. Přijímání rizika, tedy riskování, je přirozeným jevem, 
který je starý jako lidstvo samo, neboť lidé si odedávna uvědomují platnost známého rčení – 
„risk je zisk“. Zhodnocení investice vyžaduje v drtivé většině případů podstoupení určitého 
rizika. 
V dnešním vysoce konkurenčním prostředí, kde dochází ke globalizaci mezinárodních 
finančních trhů, je čím dál obtížnější nacházet ziskové příležitosti. Na trhu neexistuje nic jako 
oběd zdarma, jeho pomyslnou cenou je podstoupené riziko a s vyšším rizikem jde ruku v ruce 
i vyšší potenciální odměna. Theodore Roosevelt přirovnává riziko k ohni: „Dokud je pod 
kontrolou, je prospěšný, jakmile se ale vymkne kontrole, může vás zničit.“ Řádná 
identifikace, měření a následné řízení rizik by měly být nedílnou součástí jakéhokoliv procesu 
investičního rozhodování (DANÍELSSON, 2011).  
V uplynulých dvou dekádách otřásla světovým finančním systémem celá řada 
negativních událostí – v letech 1997 a 1998 to byla asijská krize a ruská dluhová krize, 
splasknutí internetové bubliny na začátku roku 2001 nebo americká hypoteční krize z roku 
2007, s jejímiž následky se světová ekonomika vypořádává dodnes. Všechny výše uvedené 
události měly drtivý dopad na bohatství milionů lidí po celém světě. Zvyšující se frekvence 
výskytu finančních krizí a jejich následky jsou jedním z důvodů, proč v posledních několika 
letech prochází řízení rizik tak dynamickými změnami. Význam řízení rizik v oblasti financí 
dramaticky roste. Největší rozmach zažívají metody kvantitativní analýzy rizik v oblasti 
modelování a simulace. Modelovací techniky, které byly původně používány v oborech jako 
je fyzika, statistika nebo operační výzkum, našly v současnosti své uplatnění také ve světě 
financí a staly se široce používanými nástroji v mnoha finančních institucích (DEVENTER, et 
al., 2013).  
Na rozdíl od modelování jevů v exaktních vědách jsou modely finančních a 
ekonomických problémů zatíženy faktorem lidského chování, které je často nevyzpytatelné, 
neboť lidé se zejména v extrémních situacích chovají iracionálně. Tuto iracionalitu lze 
v modelu zohlednit například zahrnutím elementu náhodnosti. Jak iracionalita, tak i náhoda se 
vyznačují tím, že není možné přesně vymezit kauzální souvislosti mezi příčinou a následkem 
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vzniklé události. K popisu náhodných jevů se využívá teorie pravděpodobnosti a matematické 
statistiky.  
Pojmy náhoda a nahodilost jsou s rizikem velmi úzce spjaty. S přihlédnutím k vazbě 
mezi náhodou a rizikem je neodmyslitelnou součástí risk managementu porozumění 
náhodnosti. Vzhledem k velké míře nepředvídatelnosti jevů na finančních trzích je téměř 
jakýkoli proces rozhodování o investici spojen s nejistotou. Účinným nástrojem řízení rizik, a 
to nejen finančních, jsou metody stochastického programování, které se zabývají 
rozhodováním v podmínkách nejistoty. 
Tato práce aplikuje v praxi metody stochastického programování k řešení problémů 
z oblasti finančního rozhodování. Modely jsou vytvářeny za účelem snižování tržních rizik na 




Těžiště této práce spočívá v návrhu modelů stochastického programování pro 
investiční rozhodování se zaměřením na minimalizaci tržních rizik. Modely vycházejí 
z konceptu kvantitativní analýzy rizika.  
Úvodní kapitoly shrnují teoretická východiska práce. Dílčím cílem práce je 
představení problematiky rozhodování v podmínkách nejistoty spadající pod disciplínu 
matematické optimalizace. Značný prostor je věnován principům stochastického 
programování, ve kterých je element nejistoty modelován pomocí náhodné veličiny. Dále jsou 
v kontextu optimalizace uvedeny základy moderní teorie portfolia, které v padesátých letech 
dvacátého století položil Harry Markowitz. Součástí práce je také definice rizika a jeho 
rozdělení dle několika různých hledisek, práce seznamuje čtenáře s axiomatickým přístupem 
k měření rizik a koherentní rizikovou mírou. V rámci teoretické části je problematice měření 
rizik věnována samostatná kapitola, jejíž stěžejní část se zabývá metodou Value at Risk a 
poukazuje také na její hlavní přednosti a nedostatky. V návaznosti na Value at Risk jsou 
vysvětleny metriky od ní odvozené. Největší důraz je kladen na metodu Expected shortfall. 
Praktická část práce kombinuje teoretický přístup k optimalizaci alokace aktiv podle 
moderní teorie portfolia a praktické koncepty investování na základě hodnotové či růstové 
investiční strategie. V souladu s principy hodnotové investiční strategie je vybrána množina 
aktiv, tato aktiva budou v následujícím kroku analyzována. U vybraných aktiv budou pomocí 
metod matematické statistiky zjištěny z reálných historických dat zvolené charakteristiky, 
které poslouží jako vstupní parametry do optimalizačních modelů. Stěžejní část práce je 
věnována aplikaci metod stochastického programování a konstrukci několika modelů 
optimalizace portfolia a jejich modifikaci s využitím různých měr rizika. Výsledky dílčích 





Optimalizace neboli matematické programování je odvětví aplikované matematiky, 
které se zabývá nalezením extrému (minima či maxima) tzv. kriteriální (účelové) funkce 
n proměnných za případných omezujících podmínek. Typický optimalizační problém si lze 
představit jako rozhodnutí o alokaci omezených prostředků takovým způsobem, aby byl např. 
maximalizován zisk (Cornuejols, Tütüncü, 2005). 
Prvním krokem při řešení optimalizační úlohy je převedení reálného problému na 
matematický model, který je složen z účelové funkce a omezení ve tvaru lineárních či 
nelineárních rovnic či nerovnic (Janíček, 2013). Vytvoření modelu vyžaduje zjednodušení 
reality, tj. zanedbání některých méně podstatných jevů nebo jevů, které jsou příliš složité na 
modelování (Jablonský, 2007). 
Optimalizační úlohy lze obecně formulovat jako hledání extrému reálné funkce na 
dané množině (Bazaraa, et al., 2006): 
Minimalizuj       
za podmínek     
 
       ,           
       0,           
     
(1.1)   
kde   :      je účelová funkce,        , a         jsou funkce  
    představující 
omezení, která musí úloha splňovat. 
Cílem optimalizace je hledání vektoru  , kde          , z množiny    
   
takovým způsobem, aby účelová funkce   nabyla minimální hodnoty. Všechny body     
lze označit za přípustné, pokud splňují všechna omezení    a   . Pokud je množina 
přípustných řešení prázdná, tj.    , pak optimalizační problém nemá řešení. V případě, že 
množina   je neprázdná, pak je možné najít optimální řešení     . Množina přípustných 
řešení   je definována jako (Werner, 2011): 
                                                 (1.2)  
Pro optimální řešení x* optimalizačního problému (1.1) platí:  
                         (1.3)  
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kde argmin (argument minima) je množinou všech optimálních řešení, ve kterých funkce   
nabývá minima. 
1.1 LINEÁRNÍ PROGRAMOVÁNÍ 
Jednou z nejběžnějších optimalizačních úloh je úloha lineárního programování. 
Optimalizační problém ve tvaru účelové funkce a omezujících podmínek přípustnosti lze pak 
vyjádřit pomocí soustavy lineárních rovnic a nerovnic. 
Obecná forma úlohy lineárního programování s omezeními ve tvaru rovnic je (Linda, Volek, 
2011, s. 7): 
Minimalizuj 
                     
za podmínek 
 
                           
                           
                                                             
                        
(1.4)  
                                              
kde                    jsou libovolná reálná čísla, 
                         jsou libovolná reálná čísla, 
                 jsou libovolná reálná čísla. 
Funkce                    je účelovou funkcí optimalizační úlohy, která má být 
minimalizována. Koeficienty            jsou konstantní,            jsou neznámé 
proměnné a    jsou konstanty v omezujících podmínkách. Jestliže zavedeme vektory  















  a matici soustavy    
          
   
 
   
   
 




   
 
   
  ,  
lze problém zapsat v maticovém tvaru: 
Minimalizuj       
za podmínek 
 
       
      (1.5)  
Nejznámější metodou řešení úloh lineárního programování je simplexová metoda. 
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1.2 CELOČÍSELNÉ PROGRAMOVÁNÍ 
Základní úlohy matematického programování předpokládají, že proměnné mohou 
nabývat libovolných reálných hodnot. V úlohách celočíselného programování je vyslovena 
podmínka celočíselnosti určitých proměnných, což znamená, že tyto proměnné mohou 
nabývat pouze celých čísel. Tato podmínka se v reálných aplikacích vyskytuje v případech, 
kdy jsou rozhodovací proměnné fyzicky nedělitelné. Své využití najde celočíselné 
programování také při řešení úloh s nespojitou účelovou funkcí nebo v úlohách s více extrémy 
(Klapka, et al., 2001). 
Obecný zápis úlohy celočíselného lineárního programování vypadá následovně: 
Minimalizuj        
Za podmínek   
 
      
     
      
(1.6)  
Podmínka      v úloze 1.10 značí, že podmínka celočíselnosti se týká všech proměnných, 
tj. (Hrabec, 2011): 
      pro všechna          
Taková úloha se proto označuje jako plná (ryzí) celočíselná úloha. V případě, že jsou pouze 
některé proměnné vázány podmínkou celočíselnosti, tj.: 
      pro některá          
jedná se o tzv. částečnou (smíšenou) úlohu celočíselného programování. 
Zvláštním případem v úlohách celočíselného programování je podmínka, že proměnné smí 
nabývat pouze hodnot 0 nebo 1. 
          pro všechna nebo některá          
Úlohy, které se vyznačují touto podmínkou, jsou nazývány úlohami bivalentního nebo také 
nula-jedničkového programování. Právě tento případ celočíselného programování nachází 
uplatnění v úlohách s pravděpodobnostním omezením dále v kapitole 1.5. 
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1.3 STOCHASTICKÉ PROGRAMOVÁNÍ 
Obecný tvar úlohy matematického programování předpokládá, že model je 
deterministický. To znamená, že uvažuje úplnou znalost všech parametrů vstupujících do 
modelu. Při řešení reálných problémů ale hrají významnou roli parametry, jejichž hodnoty se 
vyznačují jistou mírou neurčitosti nebo náhodnosti. Stochastické programování představuje 
přístup k modelování optimalizačních úloh, kde významnou roli hraje náhoda. Náhodný 
parametr je v matematickém modelu definován pomocí pravděpodobnostního rozdělení, na 
rozdíl od deterministických parametrů, které jsou modelovány pomocí konkrétních hodnot. 
Náhodný parametr bude v této práci označen symbolem   (Birge, Louveaux, 1997). 
Obecný zápis úlohy stochastického programování lze formulovat (Kall, Wallace, 1994): 
Minimalizuj        , 
za podmínek  
 
         ,          
   , 
(1.7)   
kde             je vektor tvořený náhodnými proměnnými, jejichž pravděpodobnostní 
rozdělení je zpravidla nezávislé na vektorové proměnné x. 
Obecně existují dva přístupy k řešení úloh stochastického programování podle okamžiku 
realizace náhodné proměnné  . 
1.3.1 Wait-and-see přístup 
Z názvu přístupu vyplývá, že okamžik rozhodování následuje po realizaci náhodného 
parametru. Rozhodnutí x tak reaguje na výsledek   a stává se tak funkcí      náhodného 
vektoru. Ve své podstatě se jedná o deterministický model, neboť rozhodnutí probíhá na 
základě známého výsledku původně neznámé veličiny (Kall, Wallace, 1994). 
1.3.2 Here-and-now přístup 
V praxi se častěji vyskytují problémy, kdy rozhodnutí musí padnout před realizací 
náhodného parametru. Takovému přístupu se říká Here-and-now. Vektor x, který představuje 
rozhodnutí, je v tomto případě stejný pro všechny budoucí realizace  . Náhodný parametr je v 
účelové funkci a v omezujících podmínkách často vyjádřen pomocí (rozdělení) 
pravděpodobnosti (Kall, Wallace, 1994). 
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1.4 DVOUSTUPŇOVÉ STOCHASTICKÉ PROGRAMOVÁNÍ 
Dvoustupňové optimalizační úlohy řeší problémy, ve kterých jsou provedena dvě 
rozhodnutí ve dvou různých časových okamžicích na základě informací, které má 
rozhodovatel k dispozici v daný časový okamžik. První rozhodnutí padne na začátku 
rozhodovacího procesu před realizací náhodného parametru. Toto první rozhodnutí je 
nazýváno rozhodnutím prvního stupně. Rozhodnutí druhého stupně je realizováno v druhém 
časovém okamžiku po realizaci náhodné veličiny (Cornuejols, Tütüncü, 2006). 
Rozhodnutí prvního stupně se značí symbolem x, rozhodnutí druhého stupně 
představuje     . Dvoustupňové programování je kombinací Wait-and-see (WS) a  
Here-and-now (HN) přístupů. První rozhodnutí využívá přístupu HN, protože rozhodnutí padá 
před realizací náhodného parametru. Rozhodnutí v druhém stupni je přijato po realizaci 
náhodného vektoru  , což představuje WS přístup (Shapiro, et al., 2009). 
Dvoustupňový problém lze obecně zapsat následovně (Shapiro, et al., 2009, s. 27): 
Minimalizuj                
za podmínek 
 
      
     (1.8)  
kde        je optimálním řešením v druhém stupni rozhodování 
          
 
          
za podmínek 
                     
        
Rozhodnutí prvního stupně je reprezentováno symbolem x a rozhodnutí v druhém 
stupni      závisí na realizaci náhodné proměnné  . Matice   a vektor   představují 
deterministická omezení v prvním stupni při rozhodování x. Výraz                
     definuje omezující podmínky, které se váží k oběma rozhodnutím x a      v obou 
stupních rozhodování. Účelová funkce se skládá z deterministického výrazu     a 
z očekávané (střední) hodnoty   účelové funkce v druhém stupni rozhodování          .  
Náhodný parametr   v druhém stupni rozhodování může být modelován jako náhodná 
veličina s diskrétním rozdělením pravděpodobnosti. Takový předpoklad lze odůvodnit 
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v situacích, kdy je problém řešen opakovaně a na základě minulých pozorování lze odhadnout 
požadované rozdělení pravděpodobnosti pomocí zákona velkých čísel. 
    
 






Za předpokladu, že náhodný vektor má konečný počet možných realizací, které jsou 
nazývány scénáře        , s danými pravděpodobnostmi        , lze očekávanou hodnotu 
náhodného parametru zapsat jako (Shapiro, Philpott, 2007): 
                       
 
   
 (1.9)  
pro         scénářů a  
   
 
   
    
Dvoustupňovou stochastickou optimalizační úlohu pak lze přepsat do tvaru: 
   
        
                  
       
 




      
                         
   ,          
         
(1.10)  
Tento přístup k řešení problémů stochastického programování se nazývá scénářový. 
Výsledkem (1.9) je optimální řešení    prvního stupně rozhodování a optimální řešení   
  pro 
každý scénář   . Pro dané  
  představuje každé   
  optimum druhého stupně dle realizace 
     (Shapiro, Philpott, 2007). 
1.5 PRAVDĚPODOBNOSTNÍ VÝRAZY V OPTIMALIZACI 
Úlohy stochastického programování s pravděpodobnostním omezením patří mezi jedny 
z nejčastěji řešených úloh, kde vstupní parametry nabývají  náhodných hodnot.  
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Obecná úloha stochastického programování s pravděpodobnostním omezením vypadá 
následovně (Kall, Mayer, 2011): 
Minimalizuj          
za podmínek  
 
                            
     
(1.11)  
 kde symbol   značí pravděpodobnost události     a         je předem určená mez, 
například mez spolehlivosti. 
Uvedený model reflektuje přístup k hledání takového vektoru x, pro který platí, že nerovnost 
          bude platit s pravděpodobnostní alespoň    . 
Obdobnou podobu má úloha s tzv. kvantilovou účelovou funkcí (Prékopa, 2003): 
Minimalizuj     
za podmínek  
 
                             , 
     
(1.12)  
Pro konečný počet pozorování, pro které se používá označení         
s pravděpodobnostmi     lze úlohu upravit pomocí smíšeného celočíselného programování do 
podoby (Popela, 2004): 
Minimalizuj     
za podmínek 
 
     
 
   
    
                                
                                                    
     
(1.13)  
kde   je dostatečně velká konstanta,         . První podmínka modelu zajišťuje, že 
výraz          bude splněn alespoň s pravděpodobností  . Ve všech případech, kdy 
hodnota funkce        je menší než  , nabývá indikátorová proměnná    hodnoty 1. 
Alternativně, pravděpodobnost, kdy hodnota     , tedy je porušena nerovnost          




2 MODERNÍ TEORIE PORTFOLIA 
Základy kvantitativního přístupu v investování položil v padesátých letech minulého 
století Harry Markowitz článkem „Portfolio Selection“ v Journal of Finance. Do okamžiku 
zveřejnění Markowitzovy práce mezi akademiky i praktickými investory převažoval přístup 
investování založený téměř výhradně na základě maximalizace výnosu. Markowitz si ale 
uvědomoval, že dosavadní investiční teorie postrádá koncept vnímání rizika ve smyslu 
nejistoty dosažení požadovaného koncového bohatství (Elton, 2010). 
Markowitzův přístup k investování předpokládá, že investor má k dispozici určitou 
velikost bohatství, které plánuje investovat na určitou dobu do aktiv, jejichž držení je spojeno 
s jistou mírou výnosnosti. Souhrn držených aktiv je označen jako portfolio. Při rozhodování 
o zařazení aktiv do portfolia by měl investor požadovat co nejvyšší výnosnost svého portfolia 
a současně požadovat, aby jeho investice byla co nejjistější. To znamená, že investor požaduje 
při maximální výnosnosti minimální míru nejistoty – rizika. Sleduje tak dva konfliktní cíle, 
které musí být v okamžiku rozhodnutí o alokaci portfolia vzájemně vyvažovány (Sharpe, 
Alexander, 1994).  
Problém výběru optimálního portfolia je založen na tom, že investor musí učinit 
rozhodnutí o tom, jaké nakoupit portfolio s tím, že výnosnost daného portfolia lze podle 
Markowitze chápat jako náhodnou veličinu, kterou lze popsat dvěma parametry – očekávaná 
(střední) hodnota a směrodatná odchylka. Oba dva uvedené parametry portfolia souvisejí 
s očekávanou výnosností a směrodatnou odchylkou každého aktiva obsaženého v portfoliu 
(Sharpe, Alexander, 1994, s. 111). 
Výnos konkrétního aktiva lze vypočítat na základě jeho cen v časech t a t – 1.  
     
         
     
 
   
     
    (2.1)  
kde      je výnos i-tého aktiva v čase t, 
      je cena i-tého aktiva v čase t, 
        je cena i-tého aktiva v čase t – 1. 
Za předpokladu, že jednotlivé výnosy     v časech       jsou náhodné veličiny 
s konečnou střední hodnotou        (navíc se dále předpokládá, že jsou navzájem nezávislé 
a normálně rozdělené), lze očekávanou výnosnost i-tého aktiva   , tedy střední hodnotu 
náhodné veličiny    potom vyjádřit vztahem: 
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 a očekávaná výnosnost portfolia složeného z n aktiv je: 
           
  
 
   
  (2.2)  
pro                  
kde     je výnosnost portfolia, 
    je procentuální proporce (váha) počátečního bohatství investovaného do i-tého    
 aktiva v portfoliu, 
     je očekávaná výnosnost i-tého aktiva pro          aktiv. 
Očekávaná výnosnost portfolia je váženým průměrem očekávaných výnosností aktiv 
obsažených v tomto portfoliu, kde váha aktiva je reprezentována částkou z počátečního 
bohatství investovanou do daného aktiva (Rachev, et al., 2008). 
 Markowitzův přístup předpokládá, že výnosy aktiv    jsou náhodnou veličinou 
s normálním rozdělením pravděpodobnosti a riziko nedosažení očekávaného výnosu je 
reprezentováno rozptylem (nebo směrodatnou odchylkou). Rozptyl, resp. směrodatnou 
odchylku portfolia n aktiv lze vypočítat pomocí kovariance. Kovariance je statistická míra, 
která říká, jak se náhodné veličiny „pohybují souběžně“. Vzorec pro výpočet kovariance mezi 
dvěma aktivy je následující (Reilly, Brown, 2003), (Anděl, 2011): 
                                 (2.3)  
kde     je kovariance mezi výnosnostmi aktiva i a aktiva j, 
    je očekávaná hodnota výnosnosti i-tého aktiva, 
    je očekávaná hodnota výnosnosti j-tého aktiva. 
Snadnou úpravou lze získat vztah (Anděl, 2011): 
                              (2.4)  
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Kladná hodnota kovariance znamená, že výnosnosti aktiv i a j mají tendenci se měnit 
souhlasně. Naopak negativní kovariance naznačuje, že výnosnosti aktiv i a j mají tendenci se 
vzájemně kompenzovat.  
S kovariancí je těsně spjata korelace  , pro kterou platí (Anděl, 2011, s. 39) : 
                
   
     
  (2.5)  
kde     je směrodatná odchylka i-tého aktiva, 
    je směrodatná odchylka j-tého aktiva. 
Korelace má obecně lepší vypovídací schopnost než kovariance, přestože stejně jako 
kovariance informuje o souběžnosti pohybu dvou veličin. Rozdíl je v tom, že korelace mění 
měřítko kovariance a normováním potlačuje vliv rozptylů náhodných veličin, a díky tomu 
korelace leží vždy v intervalu –1 a +1 (Reilly, Brown, 2003).  
S předchozími znalostmi je možné sestavit vzorec pro rozptyl portfolia   
 :  
   
       
 
   
    
 
   
  (2.6)  
Pro n aktiv lze zavést vektory  
















        
   
 

















a využít vektorového zápisu      
  
       
 
   
      
  
 
   
   
kde   je kovarianční matice pro n aktiv. Kovarianční matice je vždy čtvercová a na 
diagonále leží rozptyly aktiv. 
 Důležitou vlastností portfolia složeného z mnoha aktiv je diverzifikace. Koncept 
diverzifikace spočívá v tom, že portfolio, jehož součástí je n aktiv snižuje riziko bez změny 
v dosahované výnosnosti portfolia. Tento atribut je dán tím, že ne všechny výnosnosti aktiv 
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jsou vzájemně pozitivně korelovány. Negativní vychýlení výnosnosti jednoho aktiva může 
být kompenzováno pozitivním vychýlením výnosnosti druhého aktiva (Reilly, Brown, 2003).  
 
Obrázek 1: Negativní korelace výnosnosti dvou aktiv (zdroj: Reilly, Brown, 2003) 
Z obrázku 1 je patrný dopad negativní korelace aktiv na změnu směrodatné odchylky 
portfolia. Dokonalá negativní korelace (      ) mezi výnosností aktiv nemá vliv na 
očekávanou hodnotu výnosnosti celého portfolia, ale redukuje pouze riziko měřené pomocí 
směrodatné odchylky. Diverzifikace, ve smyslu zahrnutí více aktiv do portfolia, představuje 
efektivní nástroj snižování investičního rizika.  
Formulace základního optimalizačního problému, jehož cílem je najít optimální portfolio 
složené z n aktiv je následující (Rachev, et al., 2008):  
   
 
          
za podmínek 
 
       
        
     
(2.7)  
První podmínku lze alternativně zapsat jako: 
     
 
   
  
Podmínka        znamená, že očekávaná výnosnost portfolia musí být rovna minimálně 
cílové (požadované) hodnotě výnosnosti   . Rovnice  








Negativn korelace výnosnosti dvou aktiv 
Aktivum A Aktivum B 
Střední hodnota 
výnosnosti portfolia 
aktiv A a B 
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konstant 1, znamená, že jednotka bohatství musí být alokována mezi n aktiv v portfoliu. 
Podmínka nezápornosti     zabraňuje tzv. prodeji nakrátko. To znamená, že aktiva mohou 
být pouze nakoupena, nikoli prodána. Účelová funkce si klade za cíl minimalizovat rozptyl 
výnosnosti portfolia složeného z n aktiv tím, že hledá takové váhy jednotlivých aktiv 
v portfoliu, že výsledkem modelu 2.7 je optimální vektor vah aktiv   , pro který platí, že 
výsledné portfolio má minimální rozptyl mezi jinými možnými portfolii, která dosahují stejné 




3 DEFINICE RIZIKA 
Na úvod této kapitoly je potřeba uvést na pravou míru rozdíl mezi nebezpečím a 
rizikem. Přestože jsou si termíny riziko a nebezpečí významově podobné, neznamenají totéž a 
jsou často nesprávně zaměňovány. 
Hlavním atributem, kterým se riziko liší od nebezpečí, je jeho kvantifikovatelnost. 
Nebezpečí lze chápat jako hrozbu, která může s určitou pravděpodobností nastat a ohrozit 
určitý objekt nebo proces. Naproti tomu riziko představuje kvantifikovatelnou míru, která 
vychází z toho, že lze a priori odhadnout pravděpodobnost realizace nebezpečí a dopad, který 
by realizace hrozby způsobila. Riziko tak měří hodnotu ztráty daného objektu či procesu při 
realizaci hrozby (Tichý, 2006, s. 17).  
Můžeme proto usuzovat, že nebezpečí je vyjádřitelné pravděpodobností, zatímco 
riziko v sobě zahrnuje jak pravděpodobnost, tak i následky výskytu hrozby. Obě 
charakteristiky v sobě implikuje výpočet rizika dle metodiky NATO, který vypadá následovně 
(Janíček, 2013): 
       (3.1)  
kde    je riziko, 
  pravděpodobnost výskytu hrozby, 
  následky neboli dopad, jaký má realizace hrozby na proces nebo objekt.  
Výše uvedený vzorec je jednou z mnoha uváděných definic rizika, se kterou se lze 
v literatuře setkat. Přestože mezi odbornou veřejností není jasný konsenzus v otázce jednotné 
definice rizika, má v sobě samotné slovo riziko jistý negativní podtext. Výraz riziko pochází 
z italského slova „risico“, které označuje úskalí, kterému se mořeplavci snažili vyhnout. 
Jedna z definic rizika říká, že riziko je možnost, že s určitou pravděpodobností dojde 
k odchylce od stanoveného cíle, která má negativní důsledek. Smejkal a Rais (2010) dělí 
riziko na čisté, tj. takové riziko, které má negativní dopad, a spekulativní, jehož dopad může 
mít i pozitivní vliv (Smejkal, Rais, 2010, s. 20). Můžeme říci, že riziko tedy obecně 
představuje možnou odchylku od očekávaného stavu, bez ohledu na její pozitivní nebo 




3.1 DRUHY INVESTIČNÍCH RIZIK 
V oblasti kapitálových investic je investor vystaven několika druhům rizik, jejichž 
působení může ovlivnit výsledek jeho rozhodnutí. 
Tržní riziko – Jedná se o nejvýznamnější riziko ve světě financí. Tento druh rizika je 
charakteristický tím, že faktory, které jej způsobují, vyplývají ze změny tržních cen. Riziko 
spočívá ve ztrátě hodnoty, která je způsobena změnou úrokových sazeb, měnových kurzů, cen 
akcií nebo komodit a investor se mu vystavuje pokaždé, kdy do budoucna počítá s neměnnou 
hodnotou pohledávky nebo závazku (Vlachý, 2006). 
Kreditní riziko – je po tržním riziku druhým nejdůležitějším typem rizika, kterému je 
vystaveno velké množství finančních institucí. Kreditní riziko představuje riziko ztráty 
způsobené neschopností protistrany dostát svým závazkům. Díky vývoji finančního 
inženýrství a inovacím v oblasti obchodovatelných dluhových derivátů dochází během 
posledních let k transformaci čisté podoby kreditního rizika směrem k riziku tržnímu 
(Maginn, 2007).  
Riziko likvidity – představuje nemožnost investora v případě potřeby koupit či prodat 
finanční instrument bez významného zásahu do ceny. Ztráta může být při nízké likviditě 
realizována obchodováním při vysokých spreadech1 a nutností koupit finanční instrument za 
vyšší cenu, nebo naopak prodat za nižší, než plánovanou cenu. Součástí tohoto rizika je také 
strnulost trhu, kdy investor není schopen nalézt odpovídající nabídku či poptávku a delší 
setrvání v pozici vede ke zvýšení podstupovaného tržního rizika (Vlachý, 2006).  
Operační riziko – spočívá v možnosti vzniku ztráty způsobené selháním systému a 
provozních procesů dané organizace nebo externím zásahem. Mezi toto riziko patří také 
lidská chyba a všechna rizika, která nelze zařadit do předchozích kategorií (Maginn, 2007).  
3.2 MĚŘENÍ RIZIKA 
Mnoho finančních institucí se zabývá rozpoznáváním rizik a jejich následným řízením. 
Aby mohlo být riziko řízeno, musí být v první řadě kvantifikováno do měřitelné podoby. 
Jedním z nejběžnějších úkolů risk managementu je identifikace rizika, jeho velikosti a zjištění 
vlivu daného rizika na celé portfolio. Tímto postupem lze snížit možnost realizace ztráty 
analyzovaného portfolia. V této kapitole budou popsány příklady několika nejčastěji 
používaných rizikových měr, které popisují nejistotu vývoje v ceně aktiv pomocí nástrojů 
                                                 
1
 Spread je rozdíl mezi nákupní a prodejní cenou daného finančního instrumentu. 
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popisné statistiky. Detailně bude představena metodika měření rizika pomocí Value at Risk 
(VaR), budou uvedeny její základní vlastnosti, metody odhadu a výčet výhod i nevýhod této 
míry rizika. Zároveň bude představen tzv. axiomatický přístup k měření rizika s výčtem 
atributů (axiomů), které by riziková míra měla splňovat (Maginn, 2007). 
Finanční rizika lze dle přístupu k měření rozdělit do tří základních kategorií:  
1) Rozptylové míry rizika 
Jedná se rizikové míry, které chápou riziko jako míru nejistoty ve formě kolísání 
kolem určité hodnoty. K určení jejich velikosti se používá popisná statistika. Zjišťuje 
se, jaká je míra variability pozorovaných hodnot kolem zvolené hodnoty, kterou 
nejčastěji bývá odhad střední hodnoty náhodné veličiny. Tyto míry jsou de facto 
založeny na rozptylu, chápou riziko jako výkyv od dané hodnoty, bez ohledu na to, 
jakým směrem došlo k vychýlení. Ve své podstatě měří jak ztráty, tak i zisky, což je 
jejich hlavním nedostatkem (Ambrož, 2011). 
 
2) Pravděpodobnostní rizikové míry 
Tyto míry rizika jsou založeny na kvantilech a s jejich pomocí se zjišťuje velikost 
kapitálu dostatečného k tomu, aby se daná pozice dala považovat za bezrizikovou. Do 
této skupiny patří míry rizika založené na pravděpodobnosti. Neznámějšími 
představiteli jsou VaR (Value at risk – hodnota v riziku), ES (Expected shortfall – 
očekávaná ztráta) nebo pokřivené rizikové míry (distortion risk measures) (Ambrož, 
2011). 
 
3) Specializované rizikové míry 
Třetí skupinou jsou specializované míry rizika, mezi které lze zařadit zejména tzv. 
greeks a duraci. Durace měří citlivost aktiva na změnu v úrokových sazbách. Greeks 
jsou rizikové míry používané při oceňování derivátů. Tyto rizikové parametry měří 
citlivost hodnoty například call nebo put opcí na změnu jednoho ze vstupních 
parametrů při výpočtu hodnoty derivátu. Může se jednat například o změnu v ceně 
podkladového aktiva, volatility, diskontní sazby, realizační ceny nebo změnu ve 
zbývajícím čase do vypršení opce (Ambrož, 2011). 
Z uvedeného výčtu je zřejmé, že jednotlivé míry rizika se od sebe liší a ne každá 
riziková míra je vhodná pro použití ve všech případech. Aby riziková míra správně plnila 
28 
 
svou funkci, je potřeba, aby splňovala určité vlastnosti. Postup hledání vhodné rizikové míry 
by měl v prvním kroku sestávat ze stanovení požadavků a vlastností rizikové míry a na 
základě těchto požadavků by měly být vylučovány ty, které požadované vlastnosti nesplňují. 
V následující kapitole jsou uvedeny nejčastěji požadované vlastnosti rizikové míry, kterou 
označíme   jako reálnou funkci náhodné veličiny   a její vlastnosti dále diskutujeme ve 
vztahu k náhodným veličinám   ,    
3.2.1 Axiomy rizikové míry 
3.2.1.1 Subaditivita 
                      pro libovolné   ,   . (3.2)  
Význam tohoto jednoduchého axiomu spočívá v tom, že při spojení 2 rizikových složek    a 
   získáme výsledné portfolio   , jehož celkové riziko musí rovno maximálně součtu rizik 
obou původních rizik    a   . Tato vlastnost rizikové míry ve své podstatě tvrdí, že 
diverzifikací by mělo být dosaženo snížení výsledného rizika a v nejhorším případě bude 
výsledné riziko sumou všech vstupních rizik (Artzner, et al. 1999).  
3.2.1.2 Pozitivní homogennost 
               pro libovolné      ≥ 0. (3.3)  
Tato vlastnost rizikové míry říká, že riziko   násobného aktiva je rovno   násobku rizika 
původního aktiva. Jinak řečeno, investováním  -násobné částky se riziko zvyšuje  -krát. 
Z axiomu 3.2.1.1 subaditivity plyne, že                                    a 
pro jakékoliv       tedy platí               (Artzner, et al. 1999). 
3.2.1.3 Monotónnost 
                   pro libovolné   ,   . (3.4)  
Jestliže je v každém okamžiku velikost pozice    menší než velikost pozice   , potom musí 
být pozice    považována za méně rizikovou než pozice   , pokud je riziko pozice měřeno 
pomocí       a       (Artzner, et al. 1999). 
3.2.1.4 Neměnnost posunu 
                  pro libovolné   , γ reálné. (3.5)  
Tento atribut přestavuje skutečnost, že pokud je k dané pozici přidána bezriziková konstantní 
hodnota   (např. hotovost), bude riziko výsledného portfolia sníženo o stejně velkou část.  
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Je-li k aktivu    přidána bezriziková pozice      , potom bude výsledné riziko portfolia 
rovno nule, neboť                          . V tomto případě tak míra rizika 
      říká, jak velký bezrizikový obnos musí být k portfoliu dodán, aby se dalo považovat za 
bezrizikové (Artzner, et al. 1999). 
3.2.1.5 Konvexnost 
                                        pro 0 ≤   ≤ 1. (3.6)  
Interpretace této vlastnosti rizikové míry je podobná jako v případě subaditivity. Při rozdělení 
bohatství W mezi aktiva    a    dojde ke snížení celkového rizika oproti riziku spojeným 
s investováním celého bohatství do jednoho aktiva (Ambrož, 2011). 
3.2.1.6 Imunní k posunu 
                pro libovolné   ,   reálné. (3.7)  
Tato vlastnost je speciálním případem neměnnosti posunu. Riziko je chápáno jako stupeň 
nejistoty spojený s nepříznivými událostmi. Tento atribut je spojován s rozptylovými 
rizikovými mírami, bere však v úvahu jen ty případy, kdy dochází k vychýlení do negativních 
hodnot. Vychýlení vedoucí k příznivé události není chápáno jako riziko (Ambrož, 2011). 
3.2.2 Koherentní rizikové míry 
Dle Artzera (1999) lze rozlišit mezi „dobrou“ a „špatnou“ mírou rizika tím, že se 
definují minimální požadované vlastnosti rizikové míry. Ty míry, které dané vlastnosti 
splňují, se nazývají koherentní rizikové míry. Základní myšlenou koherentní rizikové míry je 
to, že riziko chápe jako funkci      náhodné proměnné, která reprezentuje budoucí hodnotu   
sledovaného aktiva (Rachev, et al., 2008). 
Koherentní riziková míra musí splňovat následující čtyři axiomy (Artzner, et al., 1999): 
1) Subaditivita 
2) Pozitivní homogennost 
3) Monotónnost 
4) Neměnnost posunu 
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3.2.3 Rozptylové rizikové míry 
3.2.3.1 Směrodatná odchylka 
Nejznámějším a výpočtově nejjednodušším představitelem této skupiny je směrodatná 
odchylka. Ta představuje odmocninu rozptylu, který sám o sobě může být považován za míru 
nejistoty. Směrodatná odchylka je nejčastěji značena symbolem     , kde   představuje 
náhodnou veličinu (Rachev, et al., 2008). 
                 (3.8)  
kde    je střední hodnota náhodné veličiny  . 
Směrodatná odchylka nabývá vždy nezáporných hodnot, pokud je    , pak je náhodná 
veličina degenerovaná, tj. všechny její realizace se rovnají její střední hodnotě. 
 
Obrázek 2: Grafické vyjádření směrodatné odchylky (zdroj: Rachev, et al., 2008) 
Z obrázku 2 a vlastností grafu hustoty normálního rozdělení vyplývá, že přibližně 68,3 % 
pozorování padne do intervalu    . Pouze 3 z 1000 případů by měly padnout do oblasti 
mimo     . 
Směrodatná odchylka se používá k měření volatility. Ta popisuje dynamiku vývoje 
v ceně aktiva. Volatilita představuje míru kolísání výnosu daného aktiva v čase. Obecně platí, 
že čím vyšší je volatilita aktiva, tím vyšší riziko je s tímto aktivem spojeno. Tento fakt 
pramení ze skutečnosti, že výnos daného aktiva je spojen vyšší mírou nejistoty a v případě 




Na obrázku 3 je uveden příklad vývoje výnosnosti dvou akcií – General Mills a 
Amazon. Z obrázku je zřejmé, že výnosy obou akcí kolísají okolo určité hodnoty, u akcií 
Amazon jsou však znatelné mnohem výraznější výkyvy než u akcií General Mills. Lze proto 
usuzovat, že s držením akcií Amazon je spojeno vyšší riziko. 
 
Obrázek 3: Volatilita akcií General Mills a Amazon (zdroj: www.finance.yahoo.com) 
 
Obrázek 4: Rozložení výnosů General Mills a Amazon (zdroj: vlastní zpracování) 
3.2.3.2 Střední absolutní odchylka 
Přestože je směrodatná odchylka velmi rozšířenou metodou měření nejistoty, nejedná 
se o jediný způsob, jak nejistotu měřit. V mnoha případech však jako míra nejistoty selhává. 
Jedná se o případy rozdělení pravděpodobnosti náhodné veličiny, u kterých se hodnota 








Volatilita General Mills a Amazon 











Rozložení výnosů General Mills a Amazon 
General Mills Amazon 
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absolutní odchylku (mean absolute deviation - MAD). Ta je definována jako střední hodnota 
absolutní hodnoty odchylky náhodné veličiny od její střední hodnoty (Rachev, et al., 2008).  
                 (3.9)  
kde    je střední hodnota náhodné veličiny  . 
MAD bere v úvahu jak pozitivní, tak negativní odchylky a stejně jako směrodatná 
odchylka   nabývá nezáporných hodnot. Z popisu vyplývá, že   i MAD jsou alternativami 
měření nejistoty náhodné veličiny. V některých rozděleních náhodné veličiny lze hodnoty 
obou charakteristik vzájemně dopočítat. Například v případě, že náhodná veličina   má 
normálního rozdělení          , potom 
             
 
 
  (3.10)  
3.2.3.3 Jednostranná směrodatná odchylka 
Na rozdíl od předchozích dvou rizikových měr bere jednostranná směrodatná odchylka 
v úvahu jen pozitivní nebo negativní vychýlení od střední hodnoty. Z toho vyplývá, že se 
jedná o nesymetrickou rizikovou míru. Jednostranná směrodatná odchylka je definována jako 
(Rachev, et al., 2008): 
Negativní jednostranná odchylka, tzv. downside risk  
                          (3.11)  
Pozitivní jednostranná odchylka, tzv. upside risk 
                          (3.12)  
Z výrazu              vyplývá, že negativní jednostranná odchylka bere v úvahu 
jen záporné odchylky od střední hodnoty. Obdobně pozitivní jednostranná odchylka počítá jen 
s pozitivními odchylkami. V případě, že náhodná veličina má symetrické rozdělení 
pravděpodobnosti (například normální rozdělení), pozitivní i negativní směrodatné odchylky 




Obrázek 5: Znázornění upside a downside risk u akcií Amazon (zdroj: www.finance.yahoo.com)  
 
Obrázek 6: Grafické vyjádření negativní jednostranné směrodatné odchylky (zdroj: vlastní zpracování) 
Modře vyznačená oblast na obrázku 6 představuje grafické znázornění negativní 
jednostranné směrodatné odchylky (resp. 3 směrodatné odchylky), tzv. downside risk. Naopak 
bíle vyznačená část nad střední hodnotou   ukazuje pozitivní jednostrannou směrodatnou 
odchylku, tzv. upside risk. 
3.2.4 Pravděpodobnostní rizikové míry 
3.2.4.1 Value at Risk – VaR 
Value at Risk je po směrodatné odchylce pravděpodobně nejvíce používanou mírou 
rizika, kterou využívají finanční instituce k měření možných ztrát. Value at Risk je riziková 
míra, která byla na začátku devadesátých let vyvinuta v americké investiční bance 








Upside a downside risk 
Upside risk Downside risk 
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požadovalo od svých podřízených na konci každého dne stručnou zprávu o rizicích a ztrátách 
celého obchodovaného portfolia banky. Tým pod vedením Švýcara Tilla Guldimana přišel 
s rizikovou mírou označenou právě Value at Risk, neboli hodnota v riziku. Tato míra 
představuje jednoduchou a přehlednou informaci o tom, jak velkým rizikům ztráty je 
společnost vystavena během „typického“ obchodního dne (Ambrož, 2011, s. 95). 
Hodnota Value at Risk (VaR) odpovídá na otázku: 
„Jaká je maximální ztráta, kterou může portfolio utrpět během jednoho dne (nebo jiného 
časového intervalu) s pravděpodobností (1 – α)?“ (Ambrož, 2011, s. 96) 
neboli 
„Jaká je minimální ztráta, jakou může portfolio utrpět během jednoho dne (nebo jiného 
časového intervalu) v těch nejhorších možných případech, které nastanou s pravděpodobností 
α?“ (Ambrož, 2011, s. 96) 
VaR je hodnota založená na teorii pravděpodobnosti a lze ji považovat za výši 
odhadované ztráty, která bude s danou pravděpodobností překročena ve sledovaném časovém 
horizontu (Daníelsson, 2011). 
Z výše uvedené definice vyplývá, že k výpočtu VaR je a priori potřeba definovat (Ambrož, 
2011): 
 Časový horizont, za který bude zkoumána potencionální výše ztráty, 
 Spolehlivost, která je vyjádřena jako    , kde           představuje 
pravděpodobnost   výskytu nejhorších scénářů. Podle konvence se interval 
spolehlivosti     volí obvykle 0,95 nebo 0,99. To znamená, že se hledá potenciální 
velikost ztráty v 5 %, resp. 1 % nejhorších případů (Karpíšek, 2011, s. 11).  
V souvislosti s VaR je potřeba uvést pojem kvantil. Riziková míra VaR ve své podstatě 
představuje dolní  -kvantil    náhodné veličiny  , která popisuje zisky a ztráty zkoumaného 
portfolia za dané časové období. Nechť 
               (3.13)  
je distribuční funkce náhodné veličiny  , která vyjadřuje, že náhodná veličina   nabývá 
hodnot menších nebo rovných    pro všechna reálná   . 
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Pokud   popisuje náhodný výnos, potom VaR představuje prahovou hodnotu, pod 
kterou spadne výnos s pravděpodobností  , potom lze obecně VaR definovat jako (Yamai, 
Yoshiba, 2004, s. 999): 
                      
                            (3.14)  
Kde         a       je distribuční funkcí náhodné veličiny  , která popisuje zisky 
a ztráty. VaR má v tomto případě stejný rozměr jako zisky/ztráty. Výraz          je 
supremum - horní limit    dané události A a                 indikuje horní limit   
kvantilu distribuční funkce      . Alternativně lze VaR chápat jako spodní limit – infimum, 
pro hodnoty distribuční funkce      , které jsou větší než   (Yamai, Yoshiba, 2004, s. 999).  
3.2.4.2 Metody výpočtu Value at Risk 
Obecně lze rozlišit 3 základní přístupy k výpočtu VaR. V následující kapitole je 
popsán postup výpočtu všech v praxi používaných přístupů. 
1. Parametrická metoda 
2. Historická simulace 
3. Monte Carlo simulace  
3.2.4.2.1 Parametrická metoda 
Tato metoda vychází z předpokladu, že náhodná veličina  , popisující zisky/ztráty, má 
normální rozdělení          se střední hodnotou   a rozptylem   . 
Hodnotu VaR lze pak jednoduše vypočítat jako: 
                   (3.15)  
kde    je  -kvantil normovaného normálního rozdělení. 
Z výše uvedeného vzorce je patrné, že jedinými vstupy do výpočtu jsou střední 
hodnota  , směrodatná odchylka   a  -kvantil normovaného normálního rozdělení. 
Na obrázku 7 je zachyceno pravděpodobnostní rozložení náhodné veličiny   zisků a 
ztrát konkrétního portfolia. Horní graf ukazuje funkci       hustoty pravděpodobnosti 
náhodné veličiny  , plocha pod funkcí je rovna jedné (      
 
  
  ). Spodní graf zachycuje 
distribuční funkci              . Na ose x je vyznačena hodnota 20. Pravděpodobnost, 
že denní zisk portfolia bude větší než 20 mil. Kč, je 75 %. Alternativně: S pravděpodobností 
25 % budou zisky portfolia za sledované období menší než 20 mil. Kč. Plocha pod hustotou 
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pravděpodobnosti v intervalu          je rovna 0,25. Hodnota distribuční funkce  (20) = 
0,25; tedy VaR25 % =  –20 mil. Kč (Ambrož, 2011, s. 101). 
 
Obrázek 7: Hustota pravděpodobnosti a distribuční funkce (zdroj: Ambrož, 2011) 
Příklad výpočtu VaR pomocí parametrické metody: 
Předpokládáme, že denní výnosy portfolia mají normální rozdělení N (35,502). Pro interval 
spolehlivosti 95 % se denní VaR vypočítá: 
VaR5 % = – (35 + 50 ·( –1,645)) = 47,5 mil. Kč 
Hodnota –1,645 odpovídá 5% kvantilu normovaného normálního rozdělení N (0,1). 
Síla této metody spočívá v jednoduchosti výpočtu a ve snadném získání vstupních 
parametrů výpočtu z dat. Slabinou metody je předpoklad normality. Pokud bude v praxi tento 
předpoklad porušen, vystavuje se investor riziku, že skutečná směrodatná odchylka bude 
daleko od naměřeného průměru. Z toho důvodu se vždy doporučuje naměřené hodnoty vynést 
do histogramu a ověřit, že data vykazují parametry normálního rozdělení. Nevýhoda spočívá 
také v tom, že vstupní parametry nemusí být konstantní a případná budoucí změna nebude ve 
výpočtu zachycena (Maginn, 2007).  
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3.2.4.2.2 Historická metoda 
Simulace využívající historických dat je populární metoda odhadu VaR. Princip 
metody spočívá v tom, že historická data slouží jako vodítko pro odhad budoucnosti, neboť 
výchozím předpokladem je, že všechny možné budoucí scénáře již byly realizovány 
v minulosti a empiricky vysledované pravděpodobnostní rozdělení historických výnosů bude 
identické s rozdělením pravděpodobnosti, které očekáváme v budoucnosti. Výpočet je založen 
na tom, že data o vývoji ceny určitého aktiva za posledních n dní představují n možných 
scénářů pro odhad budoucnosti (Hull, 2012). 
Tato metoda implicitně nepřijímá žádné předpoklady o rozdělení pravděpodobnosti 
výnosů daného aktiva. Proto se jí také někdy říká neparametrická metoda. Pro výpočet např. 
99 % VaR se využívá hodnoty záporného 1% kvantilu pozorovaného empirického rozdělení 
pravděpodobnosti výnosů za sledovaných n dní (Alexander, et al., 2008). 
Jednoznačnou výhodou historické metody oproti parametrické metodě je fakt, že tato 
metoda a priori nepředpokládá dané rozdělení pravděpodobnosti výnosů sledovaného aktiva. 
Mezi hlavní nedostatky metody patří zejména silný předpoklad o tom, že minulost dává 
dostatek informací pro odhad budoucnosti. Ve skutečnosti však může v budoucnosti dojít 
k extrémním scénářům, které v minulosti nenastaly a hodnota VaR vypočtená historickou 
simulací bude podhodnocena. Další významnou nevýhodou je závislost na velikosti 
zkoumaného vzorku historických dat. V případě, že je zkoumána hodnota 99% VaR, pak je 
vzorek 250 obchodních dní za poslední rok spíše nedostatečný (Rachev, et al., 2008). 
3.2.4.2.3 Monte Carlo metoda 
Na rozdíl od historické metody je u Monte Carlo metody vyžadován předpoklad o 
pravděpodobnostním rozdělení výnosů aktiva stejně jako u parametrické metody, zde ovšem 
není nutné předpokládat pouze normální rozdělení jako v 3.2.4.2.1. Východisko metody 
spočívá v tom, že na základě předpokládaného rozdělení pravděpodobnosti je náhodně 
generováno velké množství budoucích scénářů. Pomocí této simulace lze odhadnout velikost 
zkoumaného kvantilu, který představuje VaR (Rachev, et al., 2008).  
Výhodou Monte Carlo simulace je velmi silná flexibilita modelu dosažená možností 
generovat obrovské množství scénářů budoucího vývoje. Při simulaci 100 000 scénářů 
dostáváme 100 000 dat, ze kterých lze odhadovat VaR s vyšší přesností než v případě malého 
množství dat (např. při použití historické metody) (Alexander, et al., 2008, s. 45).  
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Rachev (2008) provedl výzkum, ve kterém zjišťoval, jak se liší očekávaná teoretická 
hodnota VaR od VaR vypočtené na základě Monte Carlo simulace při 500, 1000, 10 000, 
20 000 a 100 000 simulovaných scénářích. Každá ze simulací byla opakována 100x.  
Ze 100 opakování a výsledných VaR byl vypočítán 95% interval spolehlivosti. Teoretická 
hodnota byla vypočítána pro         
   = 2,326,         . 99% VaR vypočítaný na 
základě simulací n scénářů je uveden v prostředním sloupci tabulky. 
Tabulka 1: Výpočet VaR simulací Monte Carlo (zdroj: Rachev et al., 2008, s. 190) 
Počet scénářů 99% VaR 95% interval spolehlivosti 
500 2,067 [1,752; 2,383] 
1000 2,406 [2,146; 2,667] 
5000 2,286 [2,188; 2,385] 
10 000 2,297 [2,226; 2,368] 
20 000 2,282 [2,231; 2,334] 
50 000 2,342 [2,309; 2,376] 
100 000 2,314 [2,293; 2,334] 
 
Z uvedeného experimentu vyplývá, že interval spolehlivosti se s rostoucím počtem 
scénářů zmenšuje a hodnota VaR vypočtená pomocí Monte Carlo simulace se přibližuje 
teoretické hodnotě. Jak je vidět, simulace o 500 scénářích dává poměrně nepřesný výsledek 
odhadu VaR. Tento jednoduchý experiment ukazuje, jak počet generovaných scénářů 
ovlivňuje výslednou hodnotu. 
Předností Monte Carlo simulace je možnost přiřadit výnosům jakékoli rozdělení 
pravděpodobnosti, které uznáme za vhodné, protože v mnoha případech je předpoklad o 
normálním rozdělení nesprávný. Tato metoda dává řešiteli také možnost nasimulovat 
několikanásobně větší množství dat pro výpočet, než jaké by mohl použít z reálných 
historických dat, čímž se zvyšuje přesnost výpočtu, jak ve svém experimentu dokázal Rachev 
(Maginn, 2007). 
3.2.4.3 Value at Risk portfolia 
Za předpokladu, že výnosnost portfolia má normální rozdělení, bude k výpočtu 
hodnoty Value at Risk portfolia   o n aktivech využita rovnice 3.15 sloužící pro výpočet VaR 
parametrickou metodou. 
                     
 
kde    je směrodatná odchylka výnosnosti portfolia  , 
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    představuje α-kvantil normovaného normálního rozdělení, 
    je střední hodnota výnosnosti portfolia  . 
               
 
   
    
 
   
  (3.16)  
Při využití vektorů  ,   a   z kapitoly 2 lze vzorec směrodatné odchylky portfolia přepsat do 
tvaru: 
           (3.17)  
Hodnotu VaR portfolia   na úrovni α lze upravit následovně: 
            
              (3.18)  
Předchozí vzorce uvažují míru VaR jako procentuální vyjádření ztráty na dané míře 
pravděpodobnosti. Pokud investor preferuje absolutní vyjádření, je do vzorce přidána hodnota 
bohatství   investovaného do portfolia. VaR v tomto případě představuje ztrátu vyjádřenou 
v jednotkách investované měny. 
              
                (3.19)  
3.2.4.4 Výhody a nevýhody Value at Risk 
Mezi nezpochybnitelné výhody VaR patří jednoduchost a srozumitelnost metody. 
Interpretace VaR jako výše ztráty dané za konkrétní časový interval s určitou mírou 
spolehlivosti je zcela transparentní pro jakoukoli úroveň řízení rizik (Ambrož, 2011, s. 105). 
Hlavím nedostatkem je to, že míra Value at Risk je jen kvantil, což znamená, že VaR 
měří minimální potenciální ztrátu, jakou může portfolio utrpět. To znamená, že VaR 
představuje nejlepší z nejhorších potenciálních scénářů. Díky tomu, že metoda bere ohled jen 
na minulé události, fakticky ignoruje riziko budoucích výjimečných událostí a automaticky 
tak podceňuje potenciální ztráty na dané míře pravděpodobnosti. Nezodpovězenou otázkou 
však zůstává, jak velká může být ztráta těchto α % nejhorších scénářů (Daníelsson, 2011). 
Někteří autoři kritizují VaR, protože nesplňuje podmínky koherentní rizikové míry. 
VaR totiž v některých případech není subaditivní, což znamená, že teoreticky lze portfolio 
rozdělit na více menších portfolií takovým způsobem, že součet jejich VaR je menší než VaR 
původního portfolia. To odporuje intuitivní představě o tom, že diverzifikace snižuje riziko. Je 
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nutno podotknout, že VaR není subaditivní jen v některých případech, kdy má rozdělení 
pravděpodobnosti tzv. těžké chvosty (Ambrož, 2011). 
 
3.2.4.5 Expected shortfall – očekávaná ztráta 
 Tato míra rizika vznikla jako odpověď na nedostatky VaR v oblasti subaditivity. 
Expected shortfall
2
 (ES) si klade za cíl poskytnout více informací o levém chvostu náhodné 
veličiny, neboť VaR vybere nejméně nebezpečný scénář ze všech α nejhorších scénářů a ve 
své podstatě ignoruje průběh těch nejhorších scénářů za hodnotou VaR. ES odpovídá na 
otázku, jaká je očekávaná hodnota ztráty v případě, že ztráty překročí VaR a dojde k realizaci 
málo pravděpodobných, ale svým dopadem katastrofických scénářů (Daníelsson, 2011).  
Přirozeným prostředkem k výpočtu málo pravděpodobných nejhorších scénářů je vzít 
v úvahu průměr ztrát pod úrovní α. Tato průměrná hodnota představuje očekávanou ztrátu, 
tedy ES na hladině α (Daníelsson, 2011, s. 85): 
                             
 
 
               
          
  
 (3.20)  
 
 
Obrázek 8: Grafické vyjádření rozdílu VaR a ES (zdroj: vlastní zpracování dle Yamai, Yoshiba, 2002) 
Z obrázku 8 vyplývá, že ES představuje průměrnou hodnotu ztrát, které převyšují hodnotu 
VaR s pravděpodobností α.  
                                                 
2
 Označovaný také jako Conditional Value at Risk (CVaR), Average Value at Risk (AVaR) nebo 
Expected Tail Loss (ETL). 
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3.2.4.5.1 Rozdíl mezi VaR a ES 
Hledáme hodnotu 1% denního VaR a 1% denního ES pro data o výnosnosti indexu 
Dow Jones industrial average. Ve vzorku 1000 denních výnosů od roku 1998 do roku 2001 
představuje 1% dolní kvantil 10 nejhorších záporných výnosů (ztrát). Desátý nejhorší denní 
výnos má hodnotu –3,549 % (Rachev, et al., 2008). 
                                           
Při investici 1 milion USD představuje 1% VaR ztrátu 35 490 USD. Jinak řečeno, s 99 % 
pravděpodobností za jeden den nepřesáhne ztráta 35 490 USD. 
ES v tomto případě znamená průměr deseti nejhorších ztrátových dnů ve zkoumaném vzorku. 




       
 
  
                                               
Uvedený příklad lze interpretovat tak, že při investici 1 000 000 USD do indexu Dow 
Jones s 99 % pravděpodobností denní ztráta nepřesáhne 35 490 USD. V 1 % nejhorších 
případů, kdy ztráta přesáhne 35 490 USD, je očekávaná hodnota ztráty 45 156 USD. 
3.2.5 Specializované míry rizika 
3.2.5.1 Durace 
První ze specializovaných rizikových měr je durace. Je to riziková míra spojená 
s fixně úročenými cennými papíry a portfolii složených z těchto aktiv. Ukazatel durace 














průměr dob, kdy se vyplácí kupon a celá jistina, přičemž vahou je vždy poměr současné 
hodnoty kuponu nebo jistiny k současné hodnotě celého dluhopisu. Durace rovněž 
představuje míru citlivosti změny v ceně fixně úročených aktiv na změnu úrokových sazeb. 
Změní-li se výnos do splatnosti, cena dluhopisu se mění v násobku této změny, ovšem 
v obráceném poměru. Cena roste při klesajícím výnosu do splatnosti a naopak. Násobkem, 
který ovlivňuje cenu dluhopisu je právě durace (Ambrož, 2011). 
      
  




   
   
 
      
 
   (3.21)  
 
kde    je kupon vyplacený v čase i, 
   je nominální hodnota, 
T je čas do splatnosti, 
r je výnos do splatnosti, 
P je tržní cena dluhopisu. 
Durace D je ve své podstatě průměrná doba získání všech výnosů z dluhopisu.  
3.2.5.2 Greeks 
Greeks jsou míry rizika používané u derivátů, zejména u opcí. Greeks měří citlivost 
opcí na změnu některého ze vstupních parametrů při výpočtu ceny opce. Nejznámější greeks 
jsou (Hull, 2012): 
Δ (delta) – představuje závislost hodnoty opce na změně ceny podkladového aktiva.  
Λ (lambda) – měří citlivost hodnoty opce vůči změně volatility. 
Θ (theta) – je závislost hodnoty opce na měnící se době exspirace. 
ρ (rho) – znamená citlivost opce na úrokové míře. 
Γ (gama) – značí citlivost změny parametru Δ (delta) na změnu hodnoty opce. Gama 




4 VÝBĚR A ANALÝZA AKTIV 
4.1 TESTOVÁNÍ NORMALITY 
K ověření určitých předpokladů o náhodné veličině se v matematické statistice 
používá testování statistických hypotéz. Statistickou hypotézou se rozumí tvrzení 
o vlastnostech (tj. parametrech nebo tvaru) rozdělení pravděpodobnosti náhodné veličiny. 
Testem statistické hypotézy je postup, kterým je ověřováno, zda vyslovená hypotéza platí či 
nikoliv. Testovaná hypotéza  , nazývaná také nulová   , představuje určitý teoretický 
předpoklad o zkoumaném datovém souboru. Nulová hypotéza se staví proti tzv. alternativní 
hypotéze   , která udává, co platí v případě neplatnosti nulové hypotézy. Výsledkem testu je 
rozhodnutí o nulové hypotéze (Hindls et al., 2004, s. 133): 
a)    je zamítnuta ve prospěch alternativní hypotézy   , 
b)    nelze zamítnout. 
Rozhodnutí je provedeno na základě vhodně zvolené statistiky G, která se nazývá 
testové kritérium. Množina všech přípustných hodnot testového kritéria se rozdělí na dvě 
disjunktní podmnožiny  , což je kritický obor, neboli obor zamítnutí, který svědčí ve 
prospěch    , a jeho doplněk    tzv. obor nezamítnutí (přijetí), který obsahuje všechny 
hodnoty testového kritéria svědčící o platnosti    (Hindls, et al., 2004), (Karpíšek, 2008). 
 Při testování hypotézy jsou údaje získány náhodným výběrem, což znamená, že k dispozici je 
pouze konečný počet pozorování. Z tohoto důvodu je možné se při testování hypotéz dopustit 
dvou druhů chyb (Hindls, et al., 2004): 
a) Chyba 1. druhu – hypotéza    je zamítnuta, přestože ve skutečnosti platí. 
b) Chyba 2. druhu – hypotéza    není zamítnuta, ve skutečnosti však neplatí. 
Pravděpodobnost chyby 1. druhu se značí  .  
             
Číslo         je nazýváno hladina významnosti testu a obvykle se volí blízké nule, 
nejčastěji 0,05 nebo 0,01 (Hebák, 2007, s. 59).  
Pravděpodobnost chyby 2. druhu se značí  .  
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Hodnota     se nazývá síla testu a vyjadřuje pravděpodobnost, že nedojde k chybě  
2. druhu. Vztah mezi chybami obou druhů je vyjádřen v tabulceTabulka 3 (Hebák, 2007, s. 
59). 
Tabulka 3: Vztah chyb 1. a 2. druhu (zdroj: Hindls, et al., 2002, s. 132) 
skutečnost 
rozhodnutí 
   nezamítáme    zamítáme 




chyba 1. druhu 
   neplatí 
β  
chyba 2. druhu 
správné 
rozhodnutí 
Snížení pravděpodobnosti   má za následek zvýšení β a naopak. Riziko chyb obou druhů 
nelze prakticky odstranit, lze ho pouze snížit zvýšením rozsahu statistického souboru 
(Karpíšek, 2008). 
V moderní teorii portfolia je vysloven předpoklad, že jednotlivé výnosy aktiv jsou 
náhodné a podléhají normálnímu rozdělení pravděpodobnosti. Ve většině analýz zabývajících 
se financemi je východiskem normalita dat. K ověření předpokladu, že data mají určité 
rozdělení pravděpodobnosti, se využívá dvou základních nástrojů. Prvním z nich jsou tzv. 
diagnostické grafy, které jsou založeny na grafickém znázornění dat a porovnání vizualizace 
s očekávaným teoretickým rozdělením pravděpodobnosti. Tento nástroj slouží ke zběžnému a 
subjektivnímu posouzení vlastností analyzovaných dat. Za druhý a přesnější nástroj jsou 
považovány testy statistických hypotéz, které ověřují, že data pocházejí z předpokládaného 
rozdělení (Karpíšek, 2008).  
Tato práce bude v optimalizačních modelech pracovat s akciemi, potažmo s jejich 
výnosy. Pro potřeby ověření normality výnosnosti akcií bude použit výběrový soubor 
s rozsahem n = 500 pozorování měsíčních výnosů akciového indexu S&P 500.  Burzovní 
index S&P 500 je považován za benchmark amerického akciového trhu, neboť sleduje vývoj 
500 amerických akcií vybraných agenturou Standard & Poor’s. Jako výběrový soubor bude 
sloužit 500 historicky pozorovaných měsíčních výnosů tohoto akciového indexu od srpna 




Obrázek 9: Graf vývoje hodnoty indexu S&P 500 (zdroj: www.finance.yahoo.com) 
 
Z obrázku 9 lze vyčíst, že během sledovaného období došlo na americkém trhu 
k několika výrazným výkyvům: v roce 1973 světovou ekonomikou otřásl první ropný šok 
vedoucí k delší stagnaci (viz Obrázek 9), propad akcií v roce 1987, splasknutí dot.com 
bubliny v roce 2001 a pád akcií v roce 2008 v reakci na americkou hypoteční krizi. 
Z uvedeného výčtu událostí lze říci, že sledovaná data obsahují veškeré změny, kterými vývoj 
na akciovém trhu může projít. Jedná se tedy o dostatečně reprezentativní vzorek dat, která 
mohou být použita k ověření normality. 
Prvním krokem je konstrukce histogramu, který zobrazuje absolutní četnosti výnosů, 
které jsou rozděleny do 20 tříd. Součástí grafu je (červená) křivka hustoty pravděpodobnosti, 
kterou lze popsat dvěma parametry. Střední hodnotou   a rozptylem   . Střední hodnota je 
odhadnuta pomocí výběrového aritmetického průměru, stejně jako hodnota rozptylu. 











Vývoj indexu S&P 500 
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Histogram výnosů indexu S&P 500




























Obrázek 10: Histogram měsíčních výnosů S&P 500 pomocí programu STATISTICA 
Dalším možným způsobem vizualizace dat je vykreslení do tzv. Probability-
Probability grafu (P-P plot), který na svislou osu vynáší hodnoty empirické distribuční funkce 
a na vodorovnou osu teoretické hodnoty distribuční funkce. P-P plot vykreslí program 
STATISTICA. Obdobou P-P plotu je Kvantil-Kvantilový graf (Q-Q plot), který na svislou 




P-P plot: Teoretické vs. empirické hodnoty




































Obrázek 11: P-P plot výnosů indexu S&P 500 sestrojený pomocí programu STATISTICA 
 
Q-Q plot výnosů indexu S&P 500
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Obrázek 12: Q-Q plot výnosů indexu S&P 500 sestrojený pomocí programu STATISTICA 
 
Při srovnání empiricky naměřených hodnot (modré body) s teoretickými hodnotami 
(červená přímka) je zřejmé, že rozdíly jsou minimální. Z histogramu ani P-P plotu či Q-Q 




Předchozí diagnostické grafy nevyloučily, že data pocházejí z normálního rozdělení. 
V dalším kroku bude proveden Pearsonův    test dobré shody, který ověřuje shodu 
předpokládaného teoretického rozdělení pravděpodobnosti s empirickým rozdělením. 
Statistický soubor je roztřízen do   vzájemně disjunktních tříd. V každé třídě se zjistí 
pozorované četnosti           , a vypočítají se teoretické očekávané četnosti v dané třídě 
pro teoretické rozdělení pravděpodobnosti   . Obvykle se požaduje, aby     , čehož lze 
dosáhnout vhodnou volbou počtu tříd nebo sloučením sousedních tříd, které tento požadavek 
nesplňují. Jako testové kritérium je zvoleno (Karpíšek, 2008): 
   




   
  
Platí-li nulová hypotéza, pak kritický obor   je definován nerovností       
 , kde 
    
  je      -kvantil Pearsonova rozdělení       s         stupni volnosti.   je 
počet odhadovaných parametrů hypotetického rozdělení (Karpíšek, 2008). 
Pomocí tohoto testu je testována hypotéza   , že rozdělení pravděpodobnosti výnosů 
indexu S&P 500 je normální.    test je součástí software STATISTICA, pomocí kterého byla 
získána hodnota testového kritéria           při      tříd a             Pro 
hladinu významnosti 0,05 a daný počet stupňů volnosti kvantil      
          Protože 
                           , nelze na hladině významnosti 0,05 zamítnout hypotézu 
  , že výnosy akciového indexu S&P 500 mají normální rozdělení. 
Tabulka 4: Výstupní tabulka chí kvadrát testu z programu STATISTICA 
Horní hranice 
třídy 
oj Kumulované oj oj [%] ej Kumulované ej ej [%] oj – ej 
≤ -0,199 0 0 0.0 0.00 0.00 0.0 -0.0006 
-0,178 0 0 0.0 0.00 0.01 0.0 -0.0048 
-0,157 1 1 0.2 0.04 0.04 0.0 0.9644 
-0,136 1 2 0.2 0.21 0.25 0.0 0.7877 
-0,115 1 3 0.2 1.01 1.26 0.2 -0.0060 
-0,094 5 8 1.0 3.79 5.05 0.8 1.2062 
-0,073 14 22 2.8 11.39 16.44 2.3 2.6149 
-0,052 22 44 4.4 27.19 43.63 5.4 -5.1915 
-0,031 35 79 7.0 51.69 95.32 10.3 -16.6893 
-0,010 85 164 17.0 78.21 173.53 15.6 6.7887 
0,011 94 258 18.8 94.20 267.73 18.8 -0.2014 
0,032 100 358 20.0 90.32 358.05 18.1 9.6824 
0,053 79 437 15.8 68.93 426.98 13.8 10.0692 
0,074 37 474 7.4 41.88 468.86 8.4 -4.8762 
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0,095 15 489 3.0 20.25 489.11 4.0 -5.2494 
0,116 7 496 1.4 7.79 496.90 1.6 -0.7932 
0,137 3 499 0.6 2.39 499.29 0.5 0.6131 
0,158 0 499 0.0 0.58 499.87 0.1 -0.5818 
0,179 1 500 0.2 0.11 499.98 0.0 0.8872 
< ∞ 0 500 0.0 0.02 500.00 0.0 -0.0198 
Uvedený test prokázal, že výnosy akciového indexu, který obsahuje 500 akcií, mohou být 
považovány za normálně rozdělené. Práce bude nadále vycházet z předpokladu, že výnosy 
jakýchkoli akcií mají normální rozdělení a toto rozdělení bude využito při modelování.   
4.2 VÝBĚR AKTIV 
V oblasti finančního investování existuje nespočet různých přístupů k výběru aktiv, 
mezi která bude alokováno bohatství za účelem jeho zhodnocení. Jednotlivé přístupy se různí 
předpoklady, ze kterých vychází úspěch či neúspěch při využití dané investiční strategie. 
Spektrum oblastí, které investoři považují za kurzotvorné pro růst ceny aktiv, je velmi široké. 
Existují přístupy investování do akcií založené na fundamentu jednotlivých společností, 
makroekonomických zprávách nebo dokonce strategie závislé na počtu zasmání na zasedání 
měnového výboru americké centrální banky (Soustružník, 2014). Mezi nejznámější investiční 
strategie patří růstová strategie, hodnotová strategie, investování na základě technické 
analýzy, arbitráž a časování trhu (Gladiš, 2005). 
Při hlubším zkoumání investičních strategií je podle Gladiše (2005) zřejmé, že jen 
malá část z nich se věnuje problematice vztahu výnosnosti a rizika. V kapitole 2 byl 
představen pojem diverzifikace jako účinný nástroj snižování investičního rizika. Otázkou 
však zůstává, kolik a jakých aktiv resp. akcií diverzifikovat. Dle teorie efektivních trhů není 
možné systematicky nacházet jednotlivé akcie, jejichž cena by se výrazně lišila od jejich 
vnitřní hodnoty a z tohoto důvodu doporučuje investovat do celého trhu, jakožto široce 
diverzifikovaného portfolia. Problém s investováním do celého trhu je ten, že pohyb 
akciového indexu je nepředvídatelný a možnost odhadovat vývoj celého trhu analyzováním 
desítek až stovek akciových titulů je prakticky neproveditelná. Bezpečnější alternativu 
teoreticky představuje nákup několika málo konkrétních titulů, jejichž hodnota je snáze 
vyčíslitelná. Zároveň je jednodušší porozumět několika akciím a sledovat jejich vývoj, než se 
snažit o sledování celého trhu (Gladiš, 2005).  
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4.2.1 Hodnotová strategie 
Jednou ze strategií, která umožňuje výběr jednotlivých titulů a zároveň se zabývá 
problematikou rizika, je hodnotová strategie.  Základy hodnotového investování položili ve 
30. letech minulého století Benjamin Graham a David Dodd. Ti představili jednoduchý, ale 
v současné době velmi rozšířený koncept vnímání hodnoty investice nazvaný margin of safety 
(tzv. bezpečnostní polštář). Princip investování založený na tomto konceptu spočívá v tom, že 
rizikově averzní investor vyhledává fundamentálně zdravé společnosti, tj. společnosti 
atraktivní z pohledu ziskovosti, dividendové politiky, zadluženosti apod., které disponují 
určitou stabilní konkurenční výhodou. Nákup akcií takových společností je podmíněn tím, že 
trh dané akcie z nějakého důvodu oceňuje pod jejich vnitřní hodnotu, což takovým akciím 
dává potenciál růst (Patria.cz, 1997-2014). 
Investor tak má možnost nakoupit akcie za tržní cenu, která je nižší než jejich vnitřní 
hodnota. Investor například stanoví3 vnitřní hodnotu akcie A na 120 USD, akcie A se na trhu 
v danou chvílí obchodují za 60 USD. Oněch 60 USD (50 %) rozdílu považuje Graham a 
Dodd za margin of safety. Výběr akcií na základě přístupu margin of safety ve své podstatě 
znamená, že investor by se měl snažit kupovat podhodnocené akcie, tedy takové, jejichž 
vnitřní hodnota je vyšší než aktuální tržní cena. Aktuální podhodnocenost akcií, čili příležitost 
k nákupu pro hodnotového investora, může být způsobena několika faktory. Prvním z nich je 
negativní sentiment celého trhu.  Nástupu tzv. medvědího trhu často předchází strmý růst 
akcií, jejichž cena není v určitém okamžiku fundamentálně obhajitelná a racionálně 
vysvětlitelná. Takový stav se na akciovém trhu nazývá bublinou. V okamžiku, kdy si 
dostatečný počet investorů uvědomí příliš vysokou valuaci akcií, dojde ke splasknutí 
spekulativní bubliny, což se projevuje strmým propadem cen akcií bez ohledu na to, zda daný 
cenný papír je reálně nadhodnocen či podhodnocen. Pád akcií je s jistým časovým zpožděním 
doprovázen recesí celé ekonomiky. Recese je ekonomickou teorií považována za ozdravný 
proces, kdy slabé podniky zkrachují a silné a dobře vedené společnosti krizi překonají. 
Hodnotový investor v době recese hledá právě ty silné podniky, jejichž akcie účastníci trhu 
v panice srazili pod jejich vnitřní hodnotu a ve své podstatě nakupuje takové akcie se slevou 
(Gladiš, 2005).  
Obdobným případem je recese v určitém sektoru ekonomiky. Za této situace utrpí 
finančním propadem plošně celý průmysl. I v tomto případě investor vyhledává finančně 
                                                 
3
 Například metodou DCF, DDM, EVA, tržním porovnáním apod. 
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zdravé podniky z recese postiženého sektoru. Dále může jít o úspěšný podnik, který utrpěl 
ztráty díky jednorázovým špatným zprávám, jako jsou například nevydařené investice nebo 
zaostání reálných hospodářských výsledků za tržními odhady. Samostatnou kapitolu pro 
nákup představují neočekávané situace (například přírodní katastrofy či válečné konflikty). 
Taková situace nastala v březnu 2011 po zemětřesení a tsunami v Japonsku, kdy se propadl 
tamní akciový index Nikkei 225 o 19 %, hlavní německý burzovní index DAX 30 oslabil o 9 
% a americký index Nasdaq Composite v reakci na zemětřesení ztratil více než 6 % své 
hodnoty. Nutno podotknout, že americký i německý akciový index se dostaly zpět na hodnoty 
před zemětřesením již během dubna 2011 (Buffett, Clark, 2011). 
Hodnotově orientované investování využívá k vyhledávání fundamentálně atraktivních 
a podhodnocených akcií soustavu finančních ukazatelů, které se mohou v konkrétních 
případech lišit, nicméně základní kvantitativní kritéria potenciálně podhodnocených akcií jsou 
následující: 
4.2.1.1 P/E – Price-earning ratio 
Tento ukazatel říká, jaký násobek zisku (E) společnosti platí investor za její akcie (P). 
Čím vyšší je zisk společnosti, tím větší násobek zisku, ať už minulého nebo očekávaného, je 
investor obecně ochoten zaplatit. Čím vyšší P/E, tím je akcie u trhu populární a často 
nakupovaná, což může způsobit, že díky aktuální „módní“ vlně budou investoři tuto akcii 
kupovat a její cena tak vzroste vysoko nad její vnitřní hodnotu. Rozumnější je kupovat akcie, 
v okamžiku, kdy jsou levné, a existuje pravděpodobnost, že jejich cena vzroste. Proto platí, že 
čím menší má akcie poměr P/E, tím vyšší výnos v podobě zisku a akcii investorovi přináší. 
Alternativou nebo doplňujícím ukazatelem je Price to Book ratio (P/B), který dává do poměru 
tržní cenu společnosti vůči účetní hodnotě majetku (B). Opět platí, čím nižší je tento poměr, 
tím lépe (Gladiš, 2005, s. 79). 
U amerických akcií je dlouhodobý průměr ukazatele P/E v rozmezí 15,5 – 16,5 podle 
druhu zisku dosaženého do jmenovatele. Přijatelná hodnota ukazatele bude pro účely této 
práce stanovena na 16. Akcie, které mají P/E nižší než 16, lze považovat za atraktivní a 
vhodnější k nákupu než akcie, jejichž hodnota P/E je vyšší než 16. Hodnota tohoto ukazatele 
se však značně liší mezi jednotlivými sektory, a proto je potřeba hodnotu porovnat 
s oborovým průměrem či mediánem (Shiller, 2010). 
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4.2.1.2 Zadluženost - Debt to equity 
Čím méně je společnost zadlužena, tím vyšší je její finanční zdraví. Vysoký dluh má 
dvojí negativní dopad. Za prvé zvyšuje volatilitu ziskovosti společnosti a za druhé může 
ohrozit samotnou existenci společnosti tím, že se díky vysokému zadlužení společnost 
dostane do insolvence. Rozumná míra zadlužení však může být pro společnost příznivá, 
neboť dluh je v drtivé většině případů levnější zdroj financování než vlastní kapitál a působí 
jako finanční páka, která pomáhá zvyšovat ziskovost společnosti. Přílišná opatrnost investora 
tedy nemusí být výhodná pro případ, že by volil jen společnosti s nulovou nebo minimální 
výší dluhu (Gladiš, 2005, s. 85). 
Při hodnocení adekvátní míry zadlužení je použita stejná metodika jako v případě 
stanovení ukazatele P/E. Finančně zdravý podnik by neměl přesáhnout hodnotu 1. Opět zde 
platí porovnání s oborovým průměrem či mediánem. 
4.2.1.3 Likvidita 
Likvidita je dalším kritériem finančně zdravé společnosti. Likvidita se nejčastěji měří 
tzv. běžnou likviditou, jejíž hodnotu tvoří podíl oběžných aktiv a krátkodobých závazků. 
Likvidita investorovi říká, jaký je podíl majetku, který lze snadno přeměnit na hotovost na 
závazcích společnosti, které mají být splatné do jednoho roku. Aby byla firma likvidní, tj. aby 
byla schopna dostát svým závazkům, je potřeba, aby její oběžná aktiva byla vyšší než 
krátkodobé závazky. Pro investora je tento ukazatel důležitý jednak proto, že mu poskytuje 
informace o platební schopnosti podniku a říká mu, jestli mu bude společnost schopná ze 
svých prostředků vyplatit podíl na zisku. Za přiměřenou se považuje hodnota alespoň 2 
(Gladiš, 2005, s. 85).  
4.2.1.4 Růst zisku 
Společnost by měla mít stabilní a rostoucí zisky. Podnik lze považovat za ziskově 
stabilní, pokud v posledních 5 letech dosáhl zisku. Minulý růst zisku o určité stabilní procento 
nebo zvyšující se tempo růstu zisku hodnotí investor pozitivně, protože lze očekávat, že 
stávající trend si společnost udrží také do budoucna. Průměrný růst zisku je pro investora 
signálem o potenciálním pozitivním vývoji společnosti. Průměrný pětiletý meziroční růst 
zisku by měl dosahovat úrovně alespoň 5 % (Gladiš, 2005, s. 87). 
4.2.1.5 ROE – Return on Equity 
Rentabilita vlastního kapitálu – return on equity určuje, jaká je průměrná výnosnost 
kapitálu, který do podniku vloží vlastnící – akcionáři. Vypočítá se jako podíl zisku po zdanění 
53 
 
a vlastního kapitálu. Tento ukazatel říká, kolik peněžních jednotek podnik vygeneruje na 
jednu peněžní jednotku investovanou vlastníky. Např. ROE je výši 20 (v %) říká, že na jeden 
investovaný dolar společnost vygeneruje za rok 20 centů čistého zisku. Čím vyšší hodnota 
ROE, tím je podnik pro akcionáře atraktivnější. Pětiletý průměr ROE by měl dosahovat 
alespoň 12 % (Buffett, Clark, 2012). 
4.2.1.6 Dividendový výnos 
Dividendová politika by měla být pro investora jednou z klíčových veličin, kterou 
u podniku hodnotí. Dividendový výnos ukazuje, jaká část zisku je akcionářům vyplácena 
v poměru k ceně akcie. Výnos plynoucí z výplaty dividendy může být pro některé akcie 
zásadním zdrojem zájmu ze strany investorů, protože ne všechny akcie zvyšují svou cenu 
v čase. Dividendu lze považovat za jeden ze zdrojů zhodnocení investovaného kapitálu. 
Dalším důležitým faktorem je skutečnost, že dividenda částečně snižuje riziko poklesu cen 
akcií. Gerstein (2003) provedl empirickou studii, která porovnává výkonnost akcií, které 
vyplácejí dividendy s akciemi, které dividendy nevplácejí v období rostoucího a klesajícího 
trhu. Výsledek studie byl takový, že akcie s dividendou překonaly výnosnost akcií bez 
dividendy v obou případech. Obecně tedy platí, čím vyšší dividendový výnos, tím lépe 
(Gladiš, 2005). 
Cenné papíry, které splňují požadavky daných kritérii lze považovat z hlediska 
hodnotového investování za podhodnocené a atraktivní z pohledu možného budoucího 
výnosu. Zároveň takové akcie disponují bezpečnostním mechanismem v podobě margin of 
safety a jejich celková výnosnost je díky vyplácené dividendě odolnější vůči poklesům na trhu 
(Gladiš, 2005). 
4.2.2 Růstová strategie 
Další oblíbenou a velmi rozšířenou strategií je investování do růstových akcií. 
Investiční strategie spočívající ve vyhledávání růstových akcií je založena na zcela odlišné 
myšlence než hodnotové investování. Zejména s rozvojem informačních technologií na 
akciový trh vstoupilo značné množství společností, které nebyly z pohledu hodnotového 
investování atraktivní. Přesto však nabízely nadprůměrný výnos. Růstové akcie se vyznačují 
tím, že se obvykle obchodují za vyšší cenu a veškerý zisk je reinvestován, tj. společnost 
nevyplácí dividendu. Investora zaměřeného na růst totiž na rozdíl od hodnotového investora 
nezajímá cena akcie ale růstový potenciál (Reilly, Brown, 2003).  
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Obecně se očekává, že zisky růstových společností se v čase budou zvyšovat rychleji, 
než je průměr růstu ziskovosti celého trhu. Růstové akcie lze obvykle identifikovat minulým 
nadprůměrným růstem zisku či tržeb, což znamená, že tyto akcie obvykle překonávají 
výkonnost trhu. Tradičně se jedná o akcie relativně mladých společností, často 
z technologicky vyspělých odvětví. Protože společnosti tohoto druhu své zisky v drtivé 
většině reinvestují do dalšího rozvoje za účelem zvýšení budoucích tržeb a (nebo) zisků, měla 
by společnost v případě úspěšného rozvoje vykazovat historický růst zisků a (nebo) tržeb. 
U každé expandující společnosti hraje významnou roli růstový potenciál daný investičním 
„příběhem“ konkrétního podniku. Rizikem spojeným s růstovou investiční strategií je 
skutečnost, že vysoké ziskové marže mohou přilákat do daného odvětví konkurenci a 
konkrétní společnost nemusí díky tlaku konkurence naplnit růstová očekávání. Růstový 
potenciál je ale kvalitativní a těžko měřitelný faktor, který představuje subjektivní názor na 
akcii. Mezi kvantitativní ukazatele, které indikují růstové akcie, patří zejména historický růst 
zisku. Průměrný meziroční růst zisku by měl činit minimálně 10 %. Dalším kritériem je vývoj 
hrubé ziskové marže, která ukazuje efektivnost vynakládání prostředků. Hrubá zisková marže 
porovnává tržby a zisky. V případě, že je zisková marže konstantní, znamená to, že při růstu 
tržeb roste proporciálně i zisk (Patria.cz, 1997-2014).  
Často se objevují názory, že investování do růstových akcií postrádá smysl, neboť 
neexistuje rozumný důvod kupovat akcie podniku, který nevykazuje zisk a řadu let není 
možné očekávat dividendy. Výhoda dividendové ochrany, která je zmíněna v kapitole 4.2.1.6 
však bývá hodnotovými investory často zveličována. Kohout (2010) uvádí, že při panice a 
propadu na trhu hodnotové akcie neposkytují oproti růstovým akciím významnější ochranu. 
Během známého poklesu v říjnu a listopadu 1987 klesl hodnotový index Wilshire All Value 
Index o 26,5 %, růstový akciový index Wilshire All Growth Index odepsal 29,9 % své hodnoty. 
Během invaze Iráku do Kuvajtu ztratil růstový index 13,8 %, zatímco růstové akcie poklesly o 




Obrázek 13: Výkonnost růstových a hodnotových akcií (zdroj: www.finance.yahoo.com) 
Při srovnání výkonnosti růstových akcií, které reprezentuje index Russel 1000 Growth, a 
hodnotových, které jsou obsaženy v indexu Russel 1000 Value je zřejmé, že je mezi oběma 
indexy ve sledovaném období vysoká míra korelace. Do roku 2001 růstový index svým 
výkonem outperformoval hodnotový index. Po splasknutí tzv. dot.com bubliny se však mince 
obrátila a od začátku roku 2001 růstový index Russel 1000 Growth mírně zaostává za svým 
hodnotovým kolegou. 
4.2.3 GARP strategie 
Název strategie GARP pochází z anglického „growth at reasonable price“. Tento 
přístup k investování je kombinací hodnotové a růstové strategie a představuje možnost jak 
využít výhod obou výše uvedených investičních strategií. Tato metoda výběru akcií spočívá 
v tom, že vyhledává takové akciové tituly, které mají historicky konzistentní růst zisků, jsou 
finančně zdravé a zároveň je jejich cena atraktivní k nákupu. Primárním ukazatelem této 
strategie je poměr Price to Earnings Growth ratio (PEG). Tento ukazatel se vypočítá jako 
poměr P/E (viz 4.2.1.1) a očekávaného ročního růstu zisku. Hodnota PEG by dle zakladatele 
GARP strategie Petera Lynche neměla přesáhnout hodnotu 1. Důvodem je to, že pokud je 
hodnota ukazatele PEG menší nebo rovna 1, znamená to, že poměr P/E je v souladu 
s očekávaným růstem zisku. Jinak řečeno tituly, jejichž PEG je menší než 1, jsou pohledem 









Výkonnost růstových a hodnotových akcií 
iShares Russel 1000 Growth iShares Russel 1000 Value 
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Mezi základní kritéria výběru akcií dle GARP strategie patří: 
1) PEG < 1, 
2) P/E < 25, 
3) Běžná likvidita > 2 
4) Průměrný očekávaný růst zisku > 10 %, 
Pro účely této práce jsou zvolena kritéria výběru akcií na základě GARP strategie s vyšší 
vahou na vnitřní hodnotu akcií. Složení portfolia z hodnotově orientovaných akcií poskytuje 
investorovi dle teorie vyšší margin of safety. Kritéria pro výběr akcií jsou definována 
následovně: 
1) PEG ≤ 1, 
2) P/E < 20, 
3) Průměrný ROE za 5 let ve výši alespoň 12 %, 
4) P/B < 4, 
5) Průměrný růst zisku > 8 %, 
6) Debt to Equity < 100 %, 
7) Dividendový výnos > 0 %. 
Výběr akcií byl proveden pomocí aplikace stock screener na terminálu Bloomberg. Daná 
kritéria splňuje k 22. 4. 2014 s určitými výjimkami 43 akciových titulů z USA. Americký trh 
je zvolen proto, že má nejdelší historii a je považován za nejvíce efektivní trh na světě 



















(5y. avg) (%) 
Růst EPS  
(10y avg) (%) 
PEG 
Cisco Systems, Inc.   CSCO 119.56 15.34 3.27 2.12 2.98 27.42 16.84 14.12 1.43 
Dillard's, Inc.   DDS 3.95 12.65 0.27 1.99 2.13 41.28 13.02 51.51 0.73 
Helmerich & Payne HP 11.92 16.39 2.26 2.66 2.78 4.39 14.97 43.75 1.13 
HollyFrontier Corp   HFC 10.11 14.04 2.36 1.68 2.33 16.63 22.59 26.06 0.48 
Ingredion Inc   INGR 5.08 13.46 2.46 2.11 2.7 75.29 14.34 16.87 1.18 
SanDisk Corporation   SNDK 18.71 17.18 1.08 2.68 3.78 28.49 14.24 15.63 1.10 
Whirlpool WHR 11.91 15.01 1.95 2.4 1.03 50.02 12.64 13.23 0.67 
American Express AXP 91.44 17.12 1.07 4.59 2.08 311.82 24.29 14.57 1.44 
BNP Paribas BNP 67.68 14.81 2.75 0.77 - 65.48 7.97 6.14 0.49 
International Paper IP 19.95 15.1 3.08 2.45 1.76 117.06 14.8 2.34 0.9 
Amgen AMGN 87.17 17.39 2.11 3.95 3.44 145.4 21.04 12.00 1.85 
Du Pont DD 62.14 12.93 2.69 3.88 1.82 76.79 28.21 6.66 1.93 
Volkswagen VOW 91.07 10.50 2.07 1.04 1.03 109.04 19.44 9.44 0.58 






Pro vybrané akcie byly ze vzorku 170 historických měsíčních výnosů, tj, od začátku 
roku 2000, odhadnuty následující charakteristiky: 
Tabulka 6: Průměrné výnosnosti a směrodatné odchylky akcií 
akcie výnosnost směrodatná odchylka 
CSCO 1.40 % 11.11 % 
DDS 1.59 % 13.88 % 
HP 2.10 % 11.64 % 
HFC 2.55 % 11.50 % 
INGR 1.27 % 8.48 % 
SNDK 3.50 % 21.51 % 
WHR 1.29 % 11.13 % 
AXP 1.39 % 9.78 % 
BNP 1.51 % 11.99 % 
IP 0.83 % 10.79 % 
AMGN 1.33 % 8.78 % 
DD 0.81 % 7.50 % 
VOW 1.73 % 12.84 % 
ATVI 2.17 % 12.93 % 
K posouzení závislosti vývoje jednotlivých akcií byla zkonstruována kovarianční 
matice (viz Tabulka 7: Kovarianční matice) a z ní vyplývající korelační matice (viz Tabulka 
8: Korelační matice). Při pohledu na korelační matici je možné usuzovat, že mezi vybranými 
aktivy není silná lineární závislost, protože všechny prvky v matici, samozřejmě s výjimkou 
hlavní diagonály, jsou blízké nule. Maximální hodnota korelace je mezi akciemi Whirlpool 
(WHR) a Holly Frontier Corp (HFC), a to ve výši 0,025. 
Na základě výběru aktiv se podařilo získat tituly, mezi kterými je velmi nízká míra 
lineární závislosti, což by se mělo pozitivně projevit při diverzifikaci. 
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  CSCO DDS HP HFC INGR SNDK WHR AXP BNP IP AMGN DD VOW ATVI 
CSCO 121.0 2.151 1.530 -2.376 -1.915 1.151 -2.257 0.470 0.416 0.438 -1.263 -0.571 1.928 1.098 
DDS 2.151 191.1 2.331 1.359 -1.308 3.955 -1.786 -1.393 -2.534 3.323 -1.062 0.422 -0.365 2.316 
HP 1.530 2.331 132.5 1.065 -0.091 0.825 1.703 0.934 -0.905 0.325 -0.340 -0.663 1.429 -0.688 
HFC -2.376 1.359 1.065 127.5 -1.324 -3.544 3.091 1.541 -0.289 -0.246 1.681 0.740 0.758 -2.114 
INGR -1.915 -1.308 -0.091 -1.324 73.10 -2.984 -0.100 1.896 -0.527 -1.512 -0.107 -0.046 0.740 -0.959 
SNDK 1.151 3.955 0.825 -3.544 -2.984 478.2 1.398 0.944 3.135 -1.219 0.032 1.597 4.700 2.879 
WHR -2.257 -1.786 1.703 3.091 -0.100 1.398 123.7 -1.805 -1.240 -0.401 0.206 -0.307 -1.445 1.459 
AXP 0.470 -1.393 0.934 1.541 1.896 0.944 -1.805 94.21 2.046 1.691 0.028 -0.365 1.461 -0.872 
BNP 0.416 -2.534 -0.905 -0.289 -0.527 3.135 -1.240 2.046 142.1 -0.337 -0.643 -0.824 1.089 3.111 
IP 0.438 3.323 0.325 -0.246 -1.512 -1.219 -0.401 1.691 -0.337 116.1 0.200 1.219 2.295 0.793 
AMGN -1.263 -1.062 -0.340 1.681 -0.107 0.032 0.206 0.028 -0.643 0.200 77.60 1.017 -1.012 0.041 
DD -0.571 0.422 -0.663 0.740 -0.046 1.597 -0.307 -0.365 -0.824 1.219 1.017 57.24 1.331 -0.266 
VOW 1.928 -0.365 1.429 0.758 0.740 4.700 -1.445 1.461 1.089 2.295 -1.012 1.331 167.5 -2.803 
ATVI 1.098 2.316 -0.688 -2.114 -0.959 2.879 1.459 -0.872 3.111 0.793 0.041 -0.266 -2.803 164.9 
  CSCO DDS HP HFC INGR SNDK WHR AXP BNP IP AMGN DD VOW ATVI 
CSCO 1 0.014 0.012 -0.019 -0.020 0.005 -0.018 0.004 0.003 0.004 -0.013 -0.007 0.014 0.008 
DDS 0.014 1 0.015 0.009 -0.011 0.013 -0.012 -0.010 -0.015 0.022 -0.009 0.004 -0.002 0.013 
HP 0.012 0.015 1 0.008 -0.001 0.003 0.013 0.008 -0.007 0.003 -0.003 -0.008 0.010 -0.005 
HFC -0.019 0.009 0.008 1 -0.014 -0.014 0.025 0.014 -0.002 -0.002 0.017 0.009 0.005 -0.015 
INGR -0.020 -0.011 -0.001 -0.014 1 -0.016 -0.001 0.023 -0.005 -0.016 -0.001 -0.001 0.007 -0.009 
SNDK 0.005 0.013 0.003 -0.014 -0.016 1 0.006 0.004 0.012 -0.005 0.000 0.010 0.017 0.010 
WHR -0.018 -0.012 0.013 0.025 -0.001 0.006 1 -0.017 -0.009 -0.003 0.002 -0.004 -0.010 0.010 
AXP 0.004 -0.010 0.008 0.014 0.023 0.004 -0.017 1 0.018 0.016 0.000 -0.005 0.012 -0.007 
BNP 0.003 -0.015 -0.007 -0.002 -0.005 0.012 -0.009 0.018 1 -0.003 -0.006 -0.009 0.007 0.020 
IP 0.004 0.022 0.003 -0.002 -0.016 -0.005 -0.003 0.016 -0.003 1 0.002 0.015 0.016 0.006 
AMGN -0.013 -0.009 -0.003 0.017 -0.001 0.000 0.002 0.000 -0.006 0.002 1 0.015 -0.009 0.000 
DD -0.007 0.004 -0.008 0.009 -0.001 0.010 -0.004 -0.005 -0.009 0.015 0.015 1 0.014 -0.003 
VOW 0.014 -0.002 0.010 0.005 0.007 0.017 -0.010 0.012 0.007 0.016 -0.009 0.014 1 -0.017 






5 SESTAVENÍ MODELU 
5.1 KLASICKÝ MODEL OPTIMALIZACE PORTFOLIA 
Prvotním úkolem je sestavení základního modelu optimalizace portfolia z kapitoly 2. 
Jedinou změnou v modelu je modifikace podmínek. Cílem modelu je maximalizovat 
výnosnost portfolia takovým způsobem, aby riziko v podobě směrodatné odchylky bylo 
maximálně takové, jakého ve sledovaném období dosáhl index S&P 500. Optimalizační 
model má následující podobu: 
   
 
          
za podmínek 
 
          
       
     
(5.1)  
Druhou podmínku lze alternativně zapsat jako: 
     
 
   
  
Podmínka          znamená, že směrodatná odchylka portfolia musí být rovna 
maximálně požadované hodnotě   . Pro účely jednodušších optimalizačních výpočtů bez 
odmocniny může být uvažována podmínka pro rozptyl (tj. použití druhé mocniny levé i pravé 
strany), které je s podmínkou pro směrodatnou odchylku ekvivalentní, protože úlohy mají 
stejná optimální řešení. Rovnice       znamená, že jednotka bohatství musí být alokována 
mezi n aktiv v portfoliu. Podmínka nezápornosti     zabraňuje tzv. prodeji nakrátko. Ze 
vzorku 170 měsíčních výnosů indexu S&P 500 byla odhadnuta průměrná měsíční výnosnost 
0,7 % a směrodatná odchylka ve výši 4,45 %, tj.     4,45 %. 
Výsledky: 
 Směrodatná odchylka = 4,45 % 
 Výnosnost = 2,167 % 
Optimální složení portfolia, tj. procentuální váhy jednotlivých akcií, je uvedeno v následující 
tabulce. 
CSCO DDS HP HFC INGR SNDK WHR AXP BNP IP AMGN DD VOW ATVI 
8.4% 3.4% 16.7% 21.5% 4.7% 10.5% 1.6% 2.4% 6.1% 0.0% 7.4% 0.0% 9.1% 8.2% 
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Při tomto složení portfolia bylo dosaženo měsíční výnosnosti ve 2,167 % při 
směrodatné odchylce 4,45 %. Výnosností portfolio překonalo výkonnost trhu o 1,47 
procentního bodu (dále p.b.). 
 
Při použití standardního modelu z kapitoly 2 a využitím reálných dat, dostáváme 
model následující podoby:  
   
 
          
za podmínek 
 
       
        
     
(5.2)  
Požadujeme tedy minimální volatilitu (směrodatnou odchylku) portfolia při minimální 
požadované výnosnosti    = 0,7 %. Hodnota 0,7 % je střední hodnota výnosnosti amerického 
akciového trhu dle indexu S&P 500.  
Výsledky: 
 Výnosnost = 1,492 % 
 Směrodatná odchylka = 2,880 % 
Těchto výsledků bylo dosaženo díky následující struktuře portfolia: 
CSCO DDS HP HFC INGR SNDK WHR AXP BNP IP AMGN DD VOW ATVI 
6.5% 4.3% 6.0% 6.2% 11.3% 1.7% 6.7% 8.7% 5.6% 7.2% 11.0% 14.8% 4.9% 5.0% 
Uvedené portfolia nabízí lepší výsledky na úrovni výnosnosti i rizika oproti 
benchamarku amerického akciového trhu. Výnosnost je vyšší o 0,792 p.b. při riziku 




5.2 OPTIMALIZACE PORTFOLIA S VYUŽITÍM STŘEDNÍ 
ABSOLUTNÍ ODCHYLKY 
Klasický Markowitzův model optimalizace portfolia byl v minulosti používán jen 
v malé míře při konstrukci portfolií skládajících se z velkého počtu aktiv. Jedním z 
původních důvodů byla tehdejší výpočetní náročnost spojená s řešením problému 
kvadratického programování, jehož součástí je kovarianční matice složená z velkého počtu 
prvků.  
Alternativu představuje model, který jako rizikovou míru používá střední absolutní 
odchylku. V kapitole 3 byla představena střední absolutní odchylka, jejíž vzorec 3.9 lze 
upravit pro potřeby problému optimalizace portfolia do následující podoby: 
                           
 
   
 
 
   
    (5.3)  
kde    je náhodná veličina popisující výnosnost i-tého aktiva. 
V případě, že výnosnosti aktiv mají normální rozdělení pravděpodobnosti, je problém 
minimalizace      alternativou k minimalizaci     . 
Pokud zde označíme     konkrétní realizaci náhodné veličiny    v čase         , lze střední 
hodnotu    popsat jako: 
          
 
 
    
 
   
  (5.4)  
Vzorec 5.3 pro      lze dle (Konno, Yamazaki, 1991) upravit do následující podoby: 
             
 
 
            
 
   
 
 
   
  (5.5)  
Výše uvedený vzorec představuje riziko portfolia složeného z n aktiv měřené pomocí střední 
absolutní odchylky. S pomocí tohoto vzorce lze formulovat problém matematického 
programování, jehož cílem je minimalizace rizika při dané míře výnosnosti a který lze převést 
na úlohu lineárního programování: 
    
 
      
 
 
            
 
   
 
 
   





       
        
     
(5.6)  
Účelová funkce v modelu 5.6 minimalizuje riziko, že portfolio aktiv nedosáhne cílové 
výnosnosti   . Riziková míra je v tomto modelu nahrazena střední absolutní odchylkou. 
Ostatní podmínky optimalizačního modelu zůstaly nezměněny.  
Jednoznačnou výhodou tohoto modelu je skutečnost, že není potřeba počítat kovarianční 
matici a jednoduchost úpravy modelu, pokud jsou do něj přidána nová data.  
Při požadované výnosnosti portfolia ve výši alespoň 0,7 % bylo dosaženo střední absolutní 
odchylky 2,288 %. Této minimální odchylky bylo docíleno následujícím složením portfolia. 
Výsledky: 
 Výnosnost = 1,518 % 
 MAD = 2,288 %. 
 Směrodatná odchylka = 2,89 % 
CSCO DDS HP HFC INGR SNDK WHR AXP BNP IP AMGN DD VOW ATVI 
7.0% 4.6% 5.6% 6.4% 11.9% 1.7% 7.1% 9.2% 5.7% 6.8% 10.7% 14.1% 4.5% 4.9% 
Při tomto složení dosahuje portfolio směrodatné odchylky pouze 2,89 %, čímž předčí na 
úrovni rizikovosti souhrnný index S&P 500. 
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5.3 OPTIMALIZACE PORTFOLIA S VYUŽITÍM VAR 
Dílčím úkolem této práce je sestavení modelu statické optimalizace portfolia, který 
bude jako rizikovou míru používat Value at Risk na rozdíl od základního Markowitzova 
modelu, který využívá rozptyl, resp. směrodatnou odchylku. Upřednostnění této rizikové míry 
před směrodatnou odchylkou má praktický význam zejména z důvodu snadnější interpretace 
pro nekvalifikovaného investora. Drobný investor snadněji odpoví na otázku, jak velkou 
procentuální ztrátu v daném časovém období je ochoten podstoupit v 95 % případů, než na 
otázku o tom, jak velkou variabilitu výnosů měřenou směrodatnou odchylkou (tedy odchýlení 
o cca 34 % směrem nahoru i dolů od střední hodnoty) bude u svého portfolia akceptovat.  
Vzhledem k tomu, že Value at Risk na úrovni α představuje α-kvantil zisků a ztrát 
daného portfolia, spadá případ optimalizace portfolia s minimalizací VaR do úloh 
stochastického programování s pravděpodobnostními výrazy, tj. s pravděpodobnostními 
omezeními, či s pravděpodobnostní nebo kvantilovou účelovou funkcí. VaR na úrovni α bude 
v modelu značen symbolem    Tedy         . 
Minimalizuj      
za podmínek 
  
      
 
 
         
       
        
     
(5.7)  
Daná úloha se dá interpretovat tak, že hledáme minimální hodnotu kvantilu   (Value 
at Risk) takovou, aby pravděpodobnost, že ztráty přesáhnou tuto hodnotu, byla nejvýše    
Záporné znaménko u náhodné veličiny    přestavující výnosnost i-tého aktiva má funkci 
převodu zisků na ztráty. Výraz     
 
    tedy představuje hodnotu ztrát portfolia. 
K výpočtu této optimalizační úlohy se využívá metod celočíselného programování.  
Je-li konečný počet pozorování náhodné veličiny    označen symbolem        , pak 
pravděpodobnost s-té realizace náhodné veličiny    je     
     . Do modelu 5.7 přidáme 




    
   
                     
 
 
         
 
   
                (5.8)  
Podmínka           
 
      může být nahrazena výrazem 
      
 
 
              (5.9)  
kde   je horní omezení, tedy maximální ztráta, jakou může portfolio utrpět. Logicky 
bude uvažována maximální ztráta ve výši 100 %, proto   100. 
Optimalizační úlohu lze potom přepsat do tvaru: 
Minimalizuj    , 
za podmínek 
 
     
 
 
              
     
 
   
                 
                                           
       
        
     
(5.10)  
Model 5.10 minimalizuje kvantil  , Value at Risk portfolia tím, že hledá takové procentuální 
proporce n aktiv, při kterých výnosnost portfolia dosáhne alespoň cílové výnosnosti   . 
Výsledkem modelu je minimální hodnota VaR na zvolené hladině  . Ostatní podmínky 
optimalizačního modelu zůstaly nezměněny.  
Výsledky: 
 Výnosnost = 1,728 % 
 VaR 95 % = 2,015 % 
 Směrodatná odchylka = 3,010 % 
CSCO DDS HP HFC INGR SNDK WHR AXP BNP IP AMGN DD VOW ATVI 




5.4 OPTIMALIZACE PORTFOLIA S VYUŽITÍM EXPECTED 
SHORTFALL 
Přestože VaR je ve finančním sektoru považováno za standard v oblasti měření rizika, má 
tento ukazatel několik nedostatků, které jsou popsány v kapitole 3.2.4.4. Hlavním problémem 
VaR je, že v některých případech není subaditivní, což znamená, že VaR portfolia může být 
za určitých okolností vyšší, než suma VaR prvků daného portfolia. ES je naproti tomu 
subaditivní rizikovou mírou a splňuje všechny axiomy koherentní rizikové míry dle Artznera. 
Jak je uvedeno v kapitole 3.2.4.5, ES má oproti VaR také tu výhodu, že podává investorovi 
informace o tom, jak velkou lze očekávat ztrátu v případě realizace extrémních scénářů, kdy 
ztráta překročí VaR. ES proto najde využití u silně rizikově averzních investorů, kteří 
požadují informace o tom, jak velkou průměrnou ztrátu lze očekávat v α % nejhorších 
případů. Uvedené vlastnosti ES umožňují aplikaci této rizikové míry do problému 
optimalizace portfolia. 
Prvním krokem je definice funkce ztrát portfolia při rozhodnutí x, která je označena 
      . Pokud náhodná veličina   s hustotou pravděpodobnosti      popisuje náhodné 
výnosy, potom se pravděpodobnost, že ztráta portfolia nepřekročí mez VaR označenou   
zapíše (Rockafellar, Uryasev, 2000): 
                        
 
  
 (5.11)  
kde        je distribuční funkce popisující ztráty podle        spojené 
s rozhodnutím x. α-VaR při rozhodnutí x, kde         bude nadále značen symbolem   . 
Value at Risk na hladině α je dle vzorce 3.14 definován: 
                         (5.12)  
Expected shortfall na hladině α je definován jako: 
        
 
 
               
     
  
  (5.13)  
Pro účely optimalizace ES je potřeba zavést účelovou funkci         
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 (5.14)  
kde                     , pokud             , v případě, že             , 
pak                
Integrál v předchozím vzorci předpokládá spojité rozdělení pravděpodobnosti. Pro 
účely optimalizace je možné tento integrál aproximovat pomocí         empiricky 
pozorovaných realizací náhodného vektoru           . Data pro   pozorování lze získat 
dvojím způsobem. Zde model navazuje na metody výpočtu VaR historickou metodou a 
Monte Carlo metodou. Počet realizací náhodné veličiny (výnosu) lze získat z pozorovaných 
historických dat, což odpovídá výpočtu VaR historickou metodou nebo lze pro zpřesnění 
využít simulaci Monte Carlo a data s příslušnými parametry nasimulovat. Odpovídající 
aproximace        potom vypadá následovně (Rockafellar, Uryasev, 2000): 
          
 
  
            
 
 
   
  (5.15)  
Výraz        ve vzorci 5.15 je konvexní (viz Rockafellar, Uryasev, 2000) a je možné jej 
minimalizovat. Funkci výnosnosti portfolia        můžeme přepsat do známého tvaru    . 
Potom výsledná funkce, která má být minimalizována, vypadá následovně: 
          
 
  
          
 
 
   
  (5.16)  
Záporné znaménko ve funkci výnosu portfolia má funkci převodu ztrát do kladných hodnot.  
K řešení optimalizačního problému zavedeme pomocnou proměnnou   , která nahradí výraz 
         
 . Aby byla zajištěna podmínka nezápornosti výrazu v závorce, zavedeme 
dodatečné podmínky      a      
     . 
Pro obecnou podobu modelu lze využít k výpočtu VaR model 5.10 a implementovat 
výpočet VaR pomocí smíšeného celočíselného programování do úlohy minimalizace ES. 
Model minimalizace rizika v podobě ES při dané očekávané míře výnosnosti, který lze vyřešit 







     
 
       
 
  
     
 
   
 (5.17)  
za podmínek 
      
       
                 
     
 
   
                 
                                           
         
       
      
     
Za předpokladu normality vstupních dat je možné model 5.17 zjednodušit a k výpočtu   
Value at Risk portfolia využít vzorce 3.18 pro výpočet VaR portfolia parametrickou metodou. 
           
                
Nechť   je náhodná veličina s normálním rozdělením pravděpodobnosti popsaným střední 
hodnotou     a rozptylem   . Pokud          s distribuční funkcí  , lze vzorec pro VaR 
upravit (Kataoka, 1967): 
          
                              
          
   
 
 
    
 
              
    
 
      
        
    
 
                               
          . 
Hodnota       je rovna  -kvantilu    normovaného normálního rozdělení.  
Model minimalizace ES pro případ normálního rozdělení spadá do kategorie úloh 
nelineárního programování a lze jej zapsat následovně: 
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 (5.18)  
za podmínek 
      
       
                    
         
       
      
     
Úloha optimalizace portfolia s rizikovou mírou Value at Risk (5.10) je obtížně řešitelná, 
neboť VaR není konvexní a účelová funkce může nabývat více lokálních minim, jak dokázal 
například Artzner (1999). Naproti tomu minimalizaci ES lze formulovat jako úlohu 
smíšeného celočíselného programování (5.17) nebo nelineárního programování (5.18) a 
snadno vyřešit. Omezující podmínkou je minimální požadovaná míra výnosnosti     ve výši 
průměrné měsíční výnosnosti indexu S&P 500, která dosahuje 0,7 %. Cílem modelu je najít 
složení portfolia, které dosáhne mezi jinými portfolii s požadovanou mírou výnosnosti 
minimální hodnoty ES na hladině 95 %. Realizace náhodných výnosností jednotlivých 
akciových titulů a tím i celého portfolia je modelována pomocí Monte Carlo simulace z 5000 
simulací. Vstupními parametry pro simulaci výnosů jsou číselné charakteristiky popisné 
statistiky uvedené na konci kapitoly 4. Výsledky dosažené oběma výše popsanými způsoby 
výpočtu jsou dle očekávání totožné. 
Výsledky: 
 Výnosnost portfolia = 1,523 % 
 Směrodatná odchylka = 2,908 % 
 VaR na hladině 95 % = 3,262 % 
 ES na hladině 95 % = 4,416 % 
Optimální procentuální váhy akcií v portfoliu pro dosažení minimálního ES na hladině 95 % 
jsou následující. 
CSCO DDS HP HFC INGR SNDK WHR AXP BNP IP AMGN DD VOW ATVI 




Pokud porovnáme výkonnost indexu S&P s optimalizovaným portfoliem, zjistíme, že 
minimální hodnoty ES na hladině 95 % ve výši 4,416 % bylo dosaženo při výnosnosti 
1,523 %. To znamená, že v případě, že dojde k realizaci 5 % nejhorších případů, bude střední 
hodnota ztráty ve výši 4,416 % hodnoty portfolia při střední hodnotě výnosnosti portfolia ve 
výši 1,523 %, což je více než dvojnásobek minimální požadované výnosnosti. Z historických 
dat zjistíme, že 95% ES indexu S&P 500 je ve výši 10,54 %. Z uvedených čísel vyplývá, že 
pozitivní efekt diverzifikace se projevil na úrovni vyšší výnosnosti i nižšího rizika měřeného 
pomocí Expected shortfall než, jakého dosáhl index S&P 500. 
 
Obrázek 14: Efektivní hranice pro Expected shortfall 
Z obrázku 14 lze vypozorovat, jak s růstem intervalu spolehlivosti dochází posunu 
efektivní hranice k vyšší míře rizika. Se snižujícím se parametrem   totiž model pracuje 
s více katastrofickými scénáři vývoje výnosnosti portfolia, čímž roste hodnota rizika. Zároveň 
tímto postupem investor získává detailnější informace o možné ztrátě v případě realizace   
nejhorších scénářů. 

















Expected Shortfall [%] 
Efektivní hranice pro Expected shortfall 
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Obrázek 15: Efektivní hranice pro 99% ES a klasický model 
Chceme-li porovnat efektivní hranice modelů s rozdílnými mírami rizika, musíme sjednotit 
rizikovou míru. Součástí výpočtu v modelu minimalizace ES je směrodatná odchylka 
portfolia, která je rizikovou mírou v původní úloze optimalizace portfolia. Porovnáme-li 
efektivní hranici portfolia při minimalizaci ES a efektivní hranici klasického modelu 
optimalizace, vidíme, že klasický model dosahuje dle očekávání při stejných mírách 
výnosnosti mírně nižších hodnot směrodatné odchylky. Růst směrodatné odchylky se 
zvyšujícím se intervalem spolehlivosti ES je způsoben také skutečností, že na akciových 
trzích v případě výraznějších propadů v cenách akcií panuje vyšší nervozita, která se 















Směrodatná odchylka [%] 
Efektivní hranice ES a Markowitz 
Markowitz ES 99 % ES 99,9 % 
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5.5 DVOUSTUPŇOVÝ OPTIMALIZAČNÍ MODEL 
V předchozích kapitolách jsou popsány jednostupňové, tzv. statické modely 
optimalizace portfolia. Tyto zjednodušené modely však neodpovídají realitě, kdy investor 
obvykle v čase rebalancuje portfolio. K popisu dynamické optimalizace portfolia bude sloužit 
následující dvoustupňový optimalizační model, který lze rozšířit na obecnější vícestupňový 
model. 
Cílem dvoustupňové optimalizace portfolia je najít optimální rozložení proporcí 
investovaného bohatství do portfolia v časovém horizontu  , který lze rozdělit na dva 
rozhodovací stupně. Výnosnost n aktiv v každém stupni lze popsat vektorem    složeným z 
náhodných výnosností   
 , ve stupni   pro          Alokace aktiv v prvním a druhém stupni 
rozhodování je popsána n-dimenzionálním vektorem    složeným z prvků   
 , které 
představují množství kapitálu investovaného do i-tého aktiva ve stupni   pro        . 
Konečná hodnota portfolia   ve stupni   je dána: 
              
V případě rebalancování portfolia je hodnota kapitálu na konci prvního stupně           
realokována mezi aktiva před pozorováním realizovaných výnosů v druhém stupni. Budeme 
předpokládat, že náhodné vektory    a    mají konečný počet možných realizací a budou 
považovány za diskrétní náhodné veličiny. Počet možných realizací náhodné veličiny je dán 
počtem scénářů          
Předpokládejme, že investor disponuje počátečním bohatstvím     100 tis. Kč a 
požaduje za 2 časová období, tj. na konci období    , bohatství     115 tis. Kč, což 
odpovídá výnosnosti 15 % za 2 období. Investor na začátku období     rozhoduje o alokaci 
kapitálu    mezi   aktiv z množiny       a na konci období     může své portfolio 
rebalancovat. Dalším předpokladem je, na začátku     jsou k dispozici aktiva z       
přičemž            tj. množina    má více prvků než množina     Po uplynutí     mohou 
nastat dvě možnosti: investor dosáhl investicí bohatství    a vyšší, anebo bohatství    
nedosáhl. V případě, že byla investováním do n aktiv překročena cílová částka   , uloží 
investor přebytek    na účet s úrokovou sazbou  . Naopak, pokud není po dvou obdobích 
dosaženo cílové částky, je investor nucen si chybějící kapitál    půjčit za výpůjční úrokovou 
sazbu  . Platí, že    . Investor tedy hledá takové procentuální váhy aktiv v portfoliu na 
začátku období    , které jsou označeny symbolem    
 . Po uplynutí prvního období hledá 
73 
 
na počátku období     v závislosti na realizaci vektoru náhodných výnosů v prvním stupni 
váhy aktiv      
  , (obecněji      
  pro počet období  ), v rebalancovaném portfoliu za účelem 
dosažení cílové částky   na konci období    . 
Model dvoustupňové optimalizace portfolia lze zapsat následujícím způsobem: 
Maximalizuj 
         




  (5.19)  
za podmínek 




    









      
    
    
      
    




        
 
    
   
    
 
 
    
     
        
 
    
     
      
 
 
    
     
   
         
      
  
      
     
První podmínka modelu reprezentuje skutečnost, že velikost bohatství, které má být 
realokováno mezi aktiva na začátku období     musí být rovno kapitálu, který vznikl 
rozdělením bohatství mezi n aktiv po realizaci náhodných výnosností v období    . Druhá 
podmínka zabezpečuje, že bude dosaženo cílového bohatství    v případě jakýchkoli 
realizací náhodných výnosů v prvním a druhém stupni, a to vznikem přebytku   
  nebo 
půjčkou   
 . Výraz     
        říká, že v prvním stupni rozhodován musí být mezi aktiva 
rozděleno celé počáteční bohatství. Následující dvě podmínky zabezpečují, že směrodatná 
odchylka portfolií v obou stupních rozhodování nepřekročí danou mez   , která byla pro 
účely výpočtu stanovena ve výši 5 %. 
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V prvním stupni rozhodování jsou k dispozici aktiva z množiny   , mezi která patří akcie:  
                                                
s parametry uvedenými v tabulce Tabulka 6 v kapitole 4. 
V druhém stupni může investor portfolio rebalancovat pomocí aktiv z množiny   , do 
které jsou k prvkům množiny    přidány aktiva CSCO, SNDK, ATVI, BOND a GILD. 
Aktivum BOND představuje ETF na dluhopisový index Vanguard Total Bond Market 
s parametry                     
  . Jedná se o velmi málo rizikové aktivum s nízkou 
mírou výnosnosti. 
Aktivum GILD reprezentuje akcie biofarmaceutické společnosti Gilead, 
                    
    
Výsledky:  
Při opakování výpočtu pro    200 scénářů bylo v prvním stupni rozhodování dosaženo 
následujících optimálních vah aktiv: 
DDS HP HFC INGR WHR AXP BNP IP AMGN DD VOW 
15.1% 12.0% 14.5% 10.1% 26.8% 0.0% 21.4% 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 
 
Z 200 scénářů, tj. realizací náhodných výnosností aktiv, byla získána následující data: 
Tabulka 9: Výsledky dvoustupňové optimalizace 
  počet případů % 
Kladný výnos portfolia v 1. stupni 129 64,5 % 
Záporný výnos portfolia v 1. stupni 70 35,0 % 
Přebytek bohatství 126 63,6 % 
Deficit bohatství 72 36,4 % 
Průměrná výnosnost v 1. stupni – 2,00 % 
Průměrná výnosnost ve 2 obdobích – 16,59 % 
V 64,5 % případů dosáhlo portfolio zisku, tj. hodnota bohatství na konci prvního stupně 
byla vyšší než 100 tis. Kč. Průměrná výnosnost portfolia v prvním stupni je 2 %. Po 
rebalancování portfolia bylo v 63,6 % případů dosaženo přebytku bohatství, tj. na konci 
druhého období byla hodnota portfolia větší než 115 tis. Kč.  
Výsledek modelu vykazuje relativně vysokou citlivost na výsledek v prvním stupni. Jen 
ve 21 scénářích, což odpovídá přibližně 10 % případů, byla na konci prvního stupně 
realizována ztráta a hodnota portfolia byla nižší, než 100 tis. Kč a rebalancováním portfolia 
bylo na konci druhého stupně dosaženo vyšší než požadované výnosnosti. 
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6 VYHODNOCENÍ MODELU 
Modely představené v předcházející kapitole vycházejí ze základního Markowitzova 
modelu optimalizace portfolia. Tento model je založen na myšlence minimalizace rizika při 
dané míře výnosnosti a využívá metod nelineárního programování. Nelinearita modelu je 
dána výpočtem rozptylu, resp. směrodatné odchylky portfolia, která je v modelu 
reprezentována kvadratickou funkcí. Všechny modely jsou řešeny přístupem here-and-now, 
neboť rozhodnutí o alokaci aktiv padá před okamžikem realizace náhodných výnosů. 
Rozhodnutí je uskutečněno na základě historických dat, ze kterých je vytvořen odhad 
budoucího vývoje náhodné veličiny. Při aplikaci reálných dat z vybraných akciových titulů se 
již na úrovni klasického modelu podařilo sestavit portfolio, jehož výnosnost překonává při 
stejné míře rizika výnosnost amerického trhu – měřeno indexem S&P 500. 
Na klasický model navazuje model optimalizace portfolia, který jako míru rizika 
nahrazuje směrodatnou odchylku střední absolutní odchylkou. Vzhledem k relativní 
jednoduchosti výpočtu rizikové míry lze tento model zařadit do skupiny úloh lineárního 
programování. Nespornou výhodou tohoto modelu je rovněž snadná interpretace výsledků. 
Kapitola 5.3 je věnována optimalizaci VaR. K optimalizaci Value at Risk jakožto 
kvantilu se využívá metod celočíselného programování. Největším problémem optimalizace 
VaR je skutečnost, že funkce popisující VaR není konvexní. Při optimalizaci portfolia 
vzhledem k minimálnímu VaR nastávají problémy, neboť funkce může nabývat více 
lokálních minim. 
Následující model pracuje s Expected shortfall, což je alternativní míra rizika, která 
odstraňuje problémy spojené s VaR. Součástí úlohy minimalizace ES je rovněž výpočet VaR 
z předchozího modelu. Vzhledem k tomu, že v kapitole 4.1 nebyla vyvrácena hypotéza 
o normálním rozdělení výnosů akcií, je možné v modelu minimalizace ES pro jednoduchost 
k výpočtu VaR použít parametrickou metodu. Model optimalizace portfolia s využitím ES 
jako rizikovou mírou překonal své původní ambice tím, že výsledné portfolio dosahuje 
lepších parametrů, než souhrnný akciový index. Podle agentury Morningstar jen 4 % 
amerických akciových fondů dokázala mezi lety 1997 a 2007 překonat výkonnost indexu 
S&P 500. Za předpokladu, že by si tituly zahrnuté v portfoliu udržely stávající výkonnost i do 
budoucna, by bylo možné toto portfolio zařadit mezi menšinu fondů, kterým se daří překonat 
trh. 
Kapitola 5.5 představuje rozšíření klasického modelu optimalizace portfolia o druhý 
stupeň rozhodování. Tento model přibližuje proces dynamického sestavování portfolia. Dává 
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tak řešiteli možnost upravit portfolio po realizaci náhodných výnosů v prvním období. 
Rozšíření modelu o další rozhodovací stupeň lépe odpovídá investičnímu procesu 
rozhodování, neboť investoři v praxi reagují na výsledky investic a v čase mění strukturu 
svých portfolií.  
Tabulka 10 porovnává výsledky jednotlivých modelů oproti vybraným parametrům 
indexu S&P 500. Poslední dva sloupce v pravé části tabulky představují výsledky Monte 
Carlo simulace pro 5000 simulací při předpokladu normálního rozdělení pravděpodobnosti.  
Tabulka 10: Výsledky jednotlivých modelů 
model Výnosnost  
Směrodatná 
odchylka  
95% VaR 95% ES  
95% VaR        
Monte Carlo 
95% ES             
Monte Carlo 
Klasický model MAX 2.167 % 4.450 % - - 4.846 % 6.868 % 
Klasický model MIN 1.492 % 2.880 % - - 3.313 % 4.422 % 
MAD 1.459 % 2.890 % - - 3.201 % 4.446 % 
VaR 1.728 % 3.010 % 2.015 % - 3.210 % 4.540 % 
ES 1.523 % 2.908 % 3.262 % 4.416 % 3.276 % 4.612 % 
S&P 500 0.7 % 4.520 % - - 6.515 % 8.349 % 
  
Hodnoty VaR a ES pro index S&P 500 získané Monte Carlo simulací jsou ve výši 
6,515 %, resp. 8,349 %. Stejné rizikové míry byly vypočítány na základě historických dat 
s výsledky 8,010 % pro 95% VaR a 10,536 % pro ES. Při porovnání hodnot vyplývá, že 
nasimulované hodnoty jsou o několik procentních bodů nižší, než výsledky získané z reálných 
historických dat. 
K porovnání výkonnosti jednotlivých sestavených portfolií jsou využity vybrané 
ukazatele rizikově-výnosového profilu aktiva či portfolia. Prvním z nich je Treynor ratio. 
Tento ukazatel porovnává výnosnost aktiva vůči jeho riziku, které je měřeno koeficientem    
Koeficient    se vypočítá následujícím způsobem (Sharpe, Alexander, 1994): 
   
          
  
   
kde    je koeficient beta i-tého aktiva, 
           je kovariance mezi výnosy i-tého aktiva a výnosy tržního portfolia, 
    
  je rozptyl tržního portfolia.  
Koeficient   portfolia o n aktivech je dán vzorcem: 
      
 
 





Treynor ratio (TR) je pak (Maginn, 2007): 
    
     
  
  
 kde    je výnosnost portfolia, 
       je bezriziková úroková sazba. 
Dalším často používaným ukazatelem výkonnosti vzhledem k riziku je Sharpe ratio, tzv. 
Sharpeho poměr. Sharpe ratio (SR) dává do poměru výnosnost a volatilitu daného aktiva 
(Maginn, 2007). 
    
     
  
  
Posledním zvoleným ukazatelem je Jensen’s alpha       vycházející z modelu CAPM 
(Maginn, 2007). 
                       
kde    je výnosnost tržního portfolia. 
Následující tabulka porovnává dle výše popsaných rizikově-výnosových ukazatelů výkonnost 
jednotlivých portfolií. Bezriziková úroková sazba    byla stanovena na základě výnosnosti 
desetiletých vládních dluhopisů USA. Pro přepočtu roční výnosnosti na měsíční je             
    0,21 %. 











Klasický model MAX 2.167 % 4.450 % 1.027 0.44 1.91 1.45 % 
Klasický model MIN 1.492 % 2.880 % 1.079 0.45 1.19 0.75 % 
MAD 1.459 % 2.890 % 1.089 0.43 1.15 0.72 % 
VaR 1.728 % 3.010 % 1.078 0.50 1.41 0.99 % 
ES 1.523 % 2.908 % 1.079 0.45 1.22 0.78 % 
S&P 500 0.7 % 4.452 % 1.000 0.11 0.49 0.00 % 
Z tabulky vyplývá, že všechna navržená modelová portfolia překonávají rizikově-
výnosový profil trhu. Nejnižší citlivost na pohyby trhu s koeficientem     1,027 nabízí 
portfolio vzniklé maximalizací výnosnosti dle klasického modelu optimalizace portfolia 
(klasický model MAX). Nejlepší výkonnost dle Sharpeho poměru nabízí portfolio sestavené 
v modelu minimalizace VaR. Dle Treynor Ratio i Jensen’s alpha poskytuje nejvyšší rizikově-
výnosový profil model maximalizace výnosnosti (klasický model MAX). Mezi modely, které 
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pracují s minimalizací různých měr rizika, vychází dle všech uvedených ukazatelů model 
minimalizace VaR. Nutno však podotknout, že výsledek tohoto modelu může být mírně 
zkreslen skutečností, že z důvodu náročnosti výpočtu model vychází jen ze 400 
vygenerovaných scénářů, zatímco ostatní modely pracují s 5000 simulovanými scénáři.  
Na tomto místě je potřeba upozornit na fakt, že všechny výše uvedené modely pracují 
s předpokladem normálního rozdělení pravděpodobnosti výnosnosti aktiv. Přestože byl tento 
předpoklad v kapitole 4 testován a hypotéza o normálním rozdělení nebyla zamítnuta, existují 
k normálnímu rozdělení výnosnosti výhrady na teoretické i empirické rovině. Z teoretického 
pohledu na věc je v největším rozporu logický předpoklad, že maximální možná ztráta může 
dosáhnout hodnoty –100 %. Normální rozdělení pravděpodobnosti uvažuje, že   může 
nabývat hodnot od –∞ do +∞. V případě, že by výnosy aktiv byly skutečně normálně 
rozděleny, mohl by teoreticky nastat případ, kdy by byla realizována ztráta vyšší než 1, resp., 
výnos menší než – 100 %. Nejvhodnější by bylo použití takového rozdělení 
pravděpodobnosti, které by bylo zdola omezeno hodnotou –1 a shora +∞. Někteří autoři 
doporučují pracovat s vícerozměrným Studentovým t-rozdělením, které se vyznačuje těžkými 
chvosty. Ty lépe odpovídají výskytu extrémních scénářů na finančních trzích.  
Z historie nabízí kritický pohled na použití normálního rozdělení pravděpodobnosti 
příběh krachu fondu Long Term Capital Management (LTCM) z roku 1998, v jehož čele stáli 
dva nositelé Nobelovy ceny za ekonomii Robert Merton a Myron Scholes. Obchodní systém 
LTCM ve velké míře spoléhal na finanční modely, které  předpokládaly normální rozdělení 
výnosů. Dle rizikové zprávy LTCM byl denní VaR na hladině 99 % stanoven na 105 
milionů USD. Uprostřed ruské finanční krize dosáhly denní ztráty fondu astronomických 553 
mil. USD. Následné propočty ukázaly, že rizikový model označil ztrátu jako dvanáctinásobek 
směrodatné odchylky. Taková událost měla nastat jednou za 800 biliónů let (Lowenstein, 
2000).  
Výhrada k normálnímu rozdělení výnosů je jedním z důvodů, proč je většina modelů 
navržena takovým způsobem, aby mohly být vstupní parametry náhodných veličin měněny 
dle požadavků uživatele. Univerzálnost lze ukázat zejména na modelu optimalizace 
s minimálním ES. Model totiž pracuje s historickými nebo nasimulovanými vstupními daty. 
Minimální hodnoty ES bude dosaženo i v případě, že vstupní data budou nasimulována s 




Diplomová práce se zabývá základními metodami optimalizace a stochastického 
programování. Tyto metody najdou uplatnění v mnoha praktických aplikacích modelování 
problémů, kde významnou roli hraje náhoda. Práce vychází z předpokladu, že vývoj aktiv na 
finančních trzích se řídí stochastickými procesy. Z tohoto důvodu byla jako aplikační oblast 
zvolena problematika investičního rozhodování.  
Úvodní kapitoly se věnují obecným principům matematické optimalizace 
v podmínkách nejistoty. Práce seznamuje čtenáře s moderní teorií portfolia, která jako první 
zavedla do oblasti financí koncept kvantitativní míry rizika v podobě rozptylu. V další části 
jsou prezentovány alternativní způsoby měření rizika. Největší důraz je kladen na metodu 
Value at Risk a z ní vycházející Expected shortfall. 
Praktická část aplikuje metody stochastického programování do modelů rozhodování o 
alokaci kapitálu mezi vybraná aktiva s ohledem na minimalizaci investičního rizika. Práce 
vychází z klasického modelu optimalizace portfolia a rozšiřuje jej o vybrané míry rizika. 
Model optimalizace portfolia spadá do kategorie problémů řešených here and now přístupem, 
neboť rozhodnutí o alokaci kapitálu padá před okamžikem realizace náhodné veličiny, kterou 
je v tomto případě výnosnost aktiv. 
Cílem práce bylo vytvořit model optimalizace portfolia při minimální míře rizika. 
Prvotním úkolem byl výběr aktiv, ze kterých má být portfolio sestaveno. K tomu práce 
využila principy hodnotové a růstové investiční strategie. Na základě předem určených 
fundamentálních ukazatelů bylo vybráno 14 titulů z amerického akciového trhu, pro které 
byly v následujícím kroku pomocí nástrojů matematické statistiky stanoveny vybrané 
charakteristiky. Za atribut novosti této práce lze považovat implementaci výpočtu VaR 
pomocí celočíselného programování do modelu optimalizace portfolia s minimálním ES 
a kombinaci výběru aktiv s následným vytvořením modelů optimalizace portfolia pro různé 
míry rizika. Reálná data, která byla pro potřeby této práce vybrána, doposud nebyla 
v podobných optimalizačních modelech použita. Součástí práce je mimo jiné také testování 
normality reálných dat, což je častým předpokladem mnoha finančních modelů. Výsledek 
chí-kvadrát testu na hladině významnosti 0,05 nezamítl nulovou hypotézu o normálním 
rozdělení měsíčních výnosů akciového indexu. Z tohoto důvodu vytvořené modely pracují 
s předpokladem normálního rozdělení vstupních dat.  
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Výsledky práce potvrdily přínos diverzifikace jako nástroje eliminace rizika 
v případech, kdy jsou výnosnosti aktiv nekorelovány. Nad rámec moderní teorie portfolia 
byly vytvořeny modely optimalizace portfolia s různými mírami rizika. Většina modelů 
využívá metod lineárního či nelineárního programování. Pro řešení úlohy optimalizace 
portfolia s minimální hodnotou Value at Risk jsou využity principy smíšeného celočíselného 
programování. Práce dále prezentuje postup výpočtu portfolia pro minimální Expected 
shortfall a rozšiřuje klasický model o druhý stupeň rozhodování, čímž objasňuje dynamický 
proces rozhodování investorů o alokaci aktiv v čase. 
Všechny modely byly zpracovány v programovacím jazyce GAMS. Výsledné váhy 
aktiv v portfoliu vedou v jednotlivých modelech k rizikově-výnosovým parametrům, které 
překonávají výkonnost trhu a vykazují lepší výsledky na úrovni výnosnosti i rizika.   
Přínos práce spočívá ve vytvoření modelů minimalizace různých měr tržního rizika. 
Své uplatnění mohou podobné modely najít v odděleních řízení rizik rozmanitých finančních 
institucí či u drobných investorů, kteří preferují kvantitativní přístup k rizikové analýze 
portfolia. 
Námětem pro další výzkum a pokračování práce může být zpřesňování odhadů 
vstupních parametrů. Například k predikci volatility lze použít modely exponenciálně 
vážených klouzavých průměrů (EWMA) či autoregresní modely s podmíněnou 
heteroskedasticitou (ARCH), které přikládají vyšší váhu novějším pozorováním minulých 
výnosů či použití alternativního rozdělení pravděpodobnosti, které by více odpovídalo realitě 
na kapitálových trzích. Jiným směrem může být rozvoj optimalizačních úloh na vícestupňové 
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PŘÍLOHY 
Zdrojový kód GAMS 
Klasický model maximalizace výnosnosti při dané míře rizika (model 5.1) 
SET   I akcie / CSCO, DDS, HP ,HFC, INGR, SNDK, WHR, AXP, BNP, IP, AMGN,  
    DD, VOW, ATVI /, 
      K pocet simulaci / 1 * 5000/; ALIAS(I,J); 
 
PARAMETERS C(I,K) vynosy, R(I) ocekavany vynos,  
     KOVAR(I,J) kovariancni matice, KORR(I,J); 
 
C("CSCO",K) = NORMAL(1.40, 11.11); 
C("DDS",K) = NORMAL(1.59, 13.88); 
C("HP",K) = NORMAL(2.10, 11.64); 
C("HFC",K) = NORMAL(2.55, 11.50); 
C("INGR",K) = NORMAL(1.27, 8.48); 
C("SNDK",K) = NORMAL(3.50, 21.51); 
C("WHR",K) = NORMAL(1.29, 11.13); 
C("AXP",K) = NORMAL(1.39, 9.78); 
C("BNP",K) = NORMAL(1.51, 11.99); 
C("IP",K) = NORMAL(0.83, 10.79); 
C("AMGN",K) = NORMAL(1.33, 8.78); 
C("DD",K) = NORMAL(0.81, 7.50); 
C("VOW",K) = NORMAL(1.73, 12.84); 
C("ATVI",K) = NORMAL(2.17, 12.93); 
 
R(I) = 1/CARD(K) * sum(K, C(I,K)); 
KOVAR(I,J) = 1/CARD(K) * sum(K, (C(I,K) - R(I)) * (C(J,K) - R(J))); 
KORR(I,J) = KOVAR(I,J)/(sqrt(KOVAR(I,I) * KOVAR(J,J))); 
 
POSITIVE VARIABLES X(I); 
VARIABLES Z smerodatna odchylka, RP vynosnost portfolia; 
 
EQUATIONS SMODCH, VYNOS, OMEZ1, OMEZ2; 
 
SMODCH.. Z =E= sqrt(sum(J, sum(I, X(I) * KOVAR(I,J) * X(J)))); 
VYNOS..  RP =E= sum(I, R(I) * X(I)); 
OMEZ1..  1 =E= sum(I, X(I)); 
OMEZ2..  Z =L= 4.45; 
 
MODEL MARKOWITZ / SMODCH, VYNOS, OMEZ1, OMEZ2 /; 
 
SOLVE MARKOWITZ MAXIIMIZING RP USING NLP; 
 
File OUT / "markowitz_klasik.txt" /; Put OUT; 
Put " Smerodatna odchylka =  "; Put Z.L:5:3; Put //; 
Put " Vvynos =  "; Put RP.L:5:3; Put //; 
Put "       "Loop(I, Put " ",I.TL:7:3;); Put /; 
Put "  X ="; Loop(I, Put " "X.L(I):7:3;); Put //; 
Put "       "Loop(I, Put " ",I.TL:7:3;); Put /; 
Put "  R ="; Loop(I, Put " "R(I):7:3;); Put //; 
Put " Kovarianční matice "; Put //; 
Put "  "Loop(I, Put " ",I.TL:7:3;); Put /; 
Loop(J, Loop(I, Put" " KOVAR(I,J):7:3;); Put /;);Put /; 
Put " Korelační matice "; Put //; 
Put "  "Loop(I, Put " ",I.TL:7:3;); Put /; 
Loop(J, Loop(I, Put" " KORR(I,J):7:3;); Put /;);; 
Put "                 "Loop(I, Put "",I.TL:7:3;); Put /; 
Put "Prumerny vynos "Loop(I, Put R(I):7:3;); Put /;  Put //; 
Put " vzorky "; Put //; 
Put "  "Loop(I, Put " ",I.TL:8:3;); Put /; 
Put ""Loop(K, Loop(I, Put"  "C(I,K):7:3;); Put /;)  Put //; 
  
Klasický model minimalizace rizika při dané míře výnosnosti (model 5.2) 
Jediná změna oproti předcházejícímu kódu je v zápisu omezujících podmínek. 
 
EQUATIONS SMODCH, VYNOS, OMEZ1, OMEZ2; 
 
SMODCH.. Z =E= sqrt(sum(J, sum(I, X(I) * KOVAR(I,J) * X(J)))); 
VYNOS..  RP =E= sum(I, R(I) * X(I)); 
OMEZ1..  1 =E= sum(I, X(I)); 
OMEZ2..  RP =G= 0.7; 
 
MODEL MARKOWITZ / SMODCH, VYNOS, OMEZ1, OMEZ2 /; 
 
SOLVE MARKOWITZ MINIMIZING Z USING NLP; 
 
Model minimalizace střední absolutní odchylky při dané míře výnosnosti (model 5.6) 
Množiny SET i parametry PARAMETERS zůstaly oproti předchozím modelům beze změny. 
 
POSITIVE VARIABLES X(I), U(S); 
VARIABLES Z, RP, sigma; 
 
EQUATIONS MAD, VYNOS, OMEZ1, OMEZ2, OMEZ3(S), OMEZ4(S), SMODCH; 
MAD..   Z =E= 1/CARD(S) * SUM(S, U(S)); 
VYNOS.. RP =E= sum(I, R(I) * X(I)); 
OMEZ1.. 1 =E= sum(I, X(I)); 
OMEZ2.. RP =G= 0.7; 
OMEZ3(S).. U(S) =G= SUM(I, C(I,S) *X(I)) - SUM(I, R(I) * X(I)); 
OMEZ4(S).. U(S) =G= SUM(I, R(I) * X(I)) - SUM(I, C(I,S) * X(I)); 
SMODCH.. sigma =E= sqrt(sum(J, sum(I, X(I) * KOVAR(I,J) * X(J)))); 
 
MODEL MARKOWITZ / ALL /; 
 
SOLVE MARKOWITZ MINIMIZING Z USING NLP; 
 
File OUT / "markowitz_MAD.txt" /; Put OUT; 
Put "  MAD =  "; Put Z.L:5:3; Put //; 
Put "  Vynos =  "; Put RP.L:5:3; Put //; 
Put "  Smerodatna odchylka=  "; Put sigma.L:5:3; Put //; 
Put "       "Loop(I, Put " ",I.TL:7:3;); Put /; 
Put "  X ="; Loop(I, Put " "X.L(I):7:3;); Put //; 
Put "                 "Loop(I, Put "",I.TL:7:3;); Put /; 
Put "Prumerny vynos "Loop(I, Put R(I):7:3;); Put /;  Put //; 
Put " vzorky "; Put //; 
Put "  "Loop(I, Put " ",I.TL:8:3;); Put /; 





Model minimalizace VaR při dané míře výnosnosti (model 5.10) 
option minlp=baron; 
option reslim=18000, optcr=0.3, optca=0.3; 
SET J akcie / CSCO, DDS, HP, HFC, INGR, SNDK, WHR, AXP, BNP, IP, AMGN, DD, VOW, 
ATVI /, 
    S pocet simulaci /1 * 400/; ALIAS(I,J); ALIAS (S,SS); 
 
SCALAR alfa /0.05/, 
       M maximalni ztrata v % /100/; 
 
PARAMETERS C(S,I) vynosy, 
           R(I) ocekavany vynos, 
           COV(I,J) kovariancni matice, 
           KOR(I,I) korelacni matice, 
           P(S) pravdepodobnost scenare; 
/ Parametry výnosností jednotlivých akcií C(S,I) jsou stejné jako v předchozích modelech / 
R(I) = 1/CARD(S) * sum(S, C(S,I)); 
COV(I,J) = 1/CARD(S) * sum(S, (C(S,I) - R(I)) * (C(S,J) - R(J))); 
KOR(I,J) = COV(I,J)/(sqrt(COV(I,I)*COV(J,J))); 
P(S) = UNIFORM(0,1); 
P(S) = P(S)/SUM(SS, P(SS)); 
 
POSITIVE VARIABLES X(I); 
VARIABLES ER, Z, RP(S); 
Binary variable delta(S); 
 
EQUATIONS  SMODCH, VYNOS, VynosyPortfolia(S), OMEZ1, OMEZ2, OMEZ3, VaR(S) ; 
VynosyPortfolia(S).. RP(S) =E= -sum(I, X(I) * C(S,I)); 
VYNOS..  ER =E= sum(I, R(I) * X(I)); 
OMEZ1..  1 =E= sum(I, X(I)); 
OMEZ2..  ER =G= 0.7; 
VaR(S).. RP(S) =L= Z + M * (1 - delta(S)); 
OMEZ3..  1 - alfa =L= sum(S, P(S) * delta(S)); 
 
MODEL MARKOWITZ / VynosyPortfolia, VYNOS, OMEZ1, OMEZ2, OMEZ3, VaR /; 
 
SOLVE MARKOWITZ MINIMIZING Z USING MIP; 
 
File OUT / "VaR_celociselne_alfa.txt" /; Put OUT; 
Put " Vynos = "; Put ER.L:5:3; Put //; 
Put " VaR = "; Put Z.L:6:3; Put //; 
Put "       "Loop(I, Put " ",I.TL:7:3;); Put /; 
Put "  X ="; Loop(I, Put " "X.L(I):7:3;); Put //; 
Put "                 "Loop(I, Put " "I.TL:7:3;); Put /; 
PUT "Prumerny vynos "LOOP(I, PUT " "R(I):7:3;);; Put //; 
Put "Korelační matice "; Put //; 
Put "  "Loop(I, Put " ",I.TL:7:3;); Put /; 
Loop(J, Loop(I, Put" " KOR(I,J):7:3;); Put /;) PUT /;; 
Put "Kovarianční matice "; Put //; 
Put "  "Loop(I, Put " ",I.TL:7:3;); Put /; 
Loop(J, Loop(I, Put" " COV(I,J):7:3;); Put /;) PUT /;; 
Put "Vzorky "; Put //; 
Put "  "Loop(I, Put " ",I.TL:8:3;); Put "delta "; Put " RP "; Put "     Z   "; Put 
"  Sol?  "; put "    P  "; Put /; 
Put ""Loop(S, Loop(I, Put"  "C(S,I):7:3;); Put "   " delta.L(S):3:0; Put " " 
rp.l(s):7:3; 




Model minimalizace ES pomocí celočíselného programování při dané míře výnosnosti 
(model 5.17) 
option nlp=baron; 
SETS J / CSCO, DDS, HP ,HFC, INGR, SNDK, WHR, AXP, BNP, IP, AMGN, DD, VOW, ATVI /, 
     S pocet simulaci /1 * 5000/; ALIAS(I,J); ALIAS (S,SS); 
 
SCALAR alfa /0.05/, 
       M max ztrata /100/; 
 
PARAMETERS C(I,S) vynosy, R(I) ocekavany vynos, COV(I,J) kovariancni matice, 
KOR(I,I) korelacni matice, P(S); 
/ Parametry výnosností jednotlivých akcií C(I,S) jsou stejné jako v předchozích modelech / 
R(I) = 1/CARD(S) * sum(S, C(I,S)); 
COV(I,J) = 1/CARD(S) * sum(S, (C(I,S) - R(I)) * (C(J,S) - R(J))); 
KOR(I,J) = COV(I,J)/(sqrt(COV(I,I)*COV(J,J))); 
P(S) = UNIFORM(0,1); 
P(S) = P(S)/SUM(SS, P(SS)); 
 
POSITIVE VARIABLES X(I), U(S), G(S); 
VARIABLES ER Vynosnost, RP(S), V VaR, W ES; 
Binary variable delta(S); 
 
EQUATIONS VynosyPortfolia(S), VYNOS, OMEZ1, OMEZ2, OMEZ3(S), OMEZ4, OMEZ5, VaR, ES 
; 
 
VynosyPortfolia(S).. RP(S) =E= -sum(I, X(I) * C(I,S)); 
VYNOS..  ER =E= sum(I, R(I) * X(I)); 
OMEZ1..  1 =E= sum(I, X(I)); 
OMEZ2..  ER =G= 0.7; 
OMEZ3(S).. U(S) =G=  sum(I, -C(I,S) * X(I)) - V; 
VaR(S).. RP(S) =L= V + M * (1 - delta(S)); 
OMEZ4..  1 - alfa =L= sum(S, P(S) * delta(S)); 
OMEZ5..  ER =G= 0.7; 
ES..     W =E= V + 1/(card(S) *(alfa))* sum(S, U(S)); 
 
MODEL ES2 / VYNOS,  VynosyPortfolia, OMEZ1, OMEZ2, OMEZ3, OMEZ4, VaR, ES /; 
SOLVE ES2 MINIMIZING W USING MIP; 
 
File OUT / "ES_MIP.txt" /; Put OUT; 
Put " Vynosnost =  "; Put ER.L:5:3; Put //; 
Put " VaR = "; Put V.L:5:3; Put //; 
Put " ES = "; Put W.L:5:3; Put //; 
Put "       "Loop(I, Put " ",I.TL:7:3;); Put /; 
Put " X ="; Loop(I, Put " "X.L(I):7:3;); Put //; 
Put "                 "Loop(I, Put "",I.TL:7:3;); Put /; 
Put "Prumerny vynos "Loop(I, Put R(I):7:3;); Put /;  Put //; 
Put "Vzorky "; Put //; 
Put "  "Loop(I, Put " ",I.TL:8:3;); Put "delta "; Put " RP "; Put "     V   "; Put 
"  Sol?  "; put "    P  "; Put /; 
Put ""Loop(S, Loop(I, Put"  "C(I,S):7:3;); Put "   " delta.L(S):3:0; Put " " 
rp.l(s):7:3; 








option nlp=baron;za  
SETS J / CSCO, DDS, HP ,HFC, INGR, SNDK, WHR, AXP, BNP, IP, AMGN, DD, VOW, ATVI /, 
     S pocet simulaci /1 * 5000/; ALIAS(I,J); ALIAS (S,SS); 
 
SCALAR alfa /0.05/, 
       q alfa kvantil /1.645/; 
 
PARAMETERS C(I,S) vynosy, R(I) ocekavany vynos, COV(I,J) kovariancni matice, 
KOR(I,I) korelacni matice; 
R(I) = 1/CARD(S) * sum(S, C(I,S)); 
COV(I,J) = 1/CARD(S) * sum(S, (C(I,S) - R(I)) * (C(J,S) - R(J))); 
KOR(I,J) = COV(I,J)/(sqrt(COV(I,I)*COV(J,J))) 
 
POSITIVE VARIABLES X(I), U(S), G(S); 
VARIABLES Z Smodch, ER Vynosnost, V VaR, W ES; 
 
EQUATIONS SMODCH, VYNOS, OMEZ1, OMEZ2, OMEZ3(S), VaR, CVaR ; 
 
SMODCH.. Z =E= sqrt(sum(J, sum(I, X(I) * COV(I,J) * X(J)))); 
VYNOS..  ER =E= sum(I, R(I) * X(I)); 
OMEZ1..  1 =E= sum(I, X(I)); 
OMEZ2..  ER =G= 0.7; 
VaR..    V =E= -ER + q * Z; 
CVaR..   W =E= V + 1/(card(S) *(alfa))* sum(S, U(S)); 
OMEZ3(S).. U(S) =G=  sum(I, -C(I,S) * X(I)) - V; 
 
MODEL ES / SMODCH, VYNOS, OMEZ1, OMEZ2, OMEZ3, VaR, CVaR /; 
SOLVE ES MINIMIZING W USING NLP; 
 
File OUT / "ES.txt" /; Put OUT; 
Put " Smodch =  "; Put Z.L:5:3; Put //; 
Put " Vynosnost =  "; Put ER.L:5:3; Put //; 
Put " VaR = "; Put V.L:5:3; Put //; 
Put " ES = "; Put W.L:5:3; Put //; 
Put "       "Loop(I, Put " ",I.TL:7:3;); Put /; 
Put " X ="; Loop(I, Put " "X.L(I):7:3;); Put //; 
Put "                 "Loop(I, Put "",I.TL:7:3;); Put /; 
Put "Prumerny vynos "Loop(I, Put R(I):7:3;); Put /;  Put //; 
Put "Korelační matice "; Put //; 
Put "  "Loop(I, Put " ",I.TL:7:3;); Put /; 
Loop(J, Loop(I, Put" " KOR(I,J):7:3;); Put /;) PUT /;; 
Put "Kovarianční matice "; Put //; 
Put "  "Loop(I, Put " ",I.TL:7:3;); Put /; 
Loop(J, Loop(I, Put" " COV(I,J):7:3;); Put /;) PUT /;; 
Put " Vzorky "; Put //; 
Put "  "Loop(I, Put " ",I.TL:8:3;); Put /; 
Put ""Loop(S, Loop(I, Put"  "C(I,S):7:3;); Put /;)  Put //;  
  
Dvoustupňový model optimalizace portfolia (model 5.19) 
option nlp=baron; 
option reslim=18000; 
SET I aktiva / CSCO, DDS, HP, HFC, INGR, SNDK, WHR, AXP, BNP, IP, AMGN, DD, VOW,  
  ATVI, BOND, GILD/, 
    S pocet scenaru / 1 * 200/, 
    T time /1,2/; ALIAS(I,J); ALIAS(S,SS); 
 
SET I1(I) aktiva v prvnim stupni / DDS, HP, HFC, INGR, WHR, AXP, BNP, IP, AMGN, DD, 
VOW/; 
SET I2(I) aktiva v druhem stupni / CSCO, DDS, HP, HFC, INGR, SNDK, WHR, AXP, BNP, 




SCALAR W bohatstvi /100/, 
       G cílové úspory /115/, 
       d urokova sazba vypujcni /0.03/, 
       q sporici sazba /0.02/; 
 
PARAMETERS 
         C(I,T,S) vynosy, 
         R1(I1,T) ocekavany vynos, 
         R2(I2,T) ocekavany vynos, 
         COV1(I1,J1,T) kovarianční matice1, 
         COV2(I2,J2,T) kovarianční matice1, 
         P(S) pravdepodobnost scenare; 
 
C("CSCO",T,S) = NORMAL(0.014, 0.1111); 
C("DDS",T,S) = NORMAL(0.0159, 0.1388); 
C("HP",T,S) = NORMAL(0.0210, 0.1164); 
C("HFC",T,S) = NORMAL(0.0255, 0.1150); 
C("INGR",T,S) = NORMAL(0.0127, 0.0848); 
C("SNDK",T,S) = NORMAL(0.0350, 0.2151); 
C("WHR",T,S) = NORMAL(0.0129, 0.1113); 
C("AXP",T,S) = NORMAL(0.0139, 0.0978); 
C("BNP",T,S) = NORMAL(0.0151, 0.1199); 
C("IP",T,S) = NORMAL(0.0083, 0.1079); 
C("AMGN",T,S) = NORMAL(0.0133, 0.0878); 
C("DD",T,S) = NORMAL(0.0081, 0.0750); 
C("VOW",T,S) = NORMAL(0.0173, 0.1284); 
C("ATVI",T,S) = NORMAL(0.0217, 0.1293); 
C("BOND",T,S) = NORMAL(0.004, 0.0124); 
C("GILD",T,S) = NORMAL(0.029, 0.1289); 
 
R1(I1,T) = 1/CARD(S) * sum(S, C(I1,T,S)); 
R2(I2,T) = 1/CARD(S) * sum(S, C(I2,T,S)); 
COV1(I1,J1,"1") = 1/CARD(S) * sum(S, (C(I1,"1",S) - R1(I1,"1")) * (C(J1,"1",S) - 
R1(J1,"1"))); 
COV2(I2,J2,"2") = 1/CARD(S) * sum(S, (C(I2,"2",S) - R2(I2,"2")) * (C(J2,"2",S) - 
R2(J2,"2"))); 
P(S) = uniform(0,1); 
P(S) = P(S)/sum(SS,(P(SS))); 
 
POSITIVE VARIABLES UP(S), UM(S), X(I1,T), Y(I2,T,S); 
VARIABLES  Z hodnoda ucelfce, V1 smodch, V2(S) smodch, W1(S), RP1(S) vynosy 
portfolia, RP2(S); 
 
EQUATIONS UCELFCE, RETURN(T,S), OMEZ1(T,S), OMEZ2, OMEZ3, OMEZ4, OMEZ5(S), 
OMEZ6(S), OMEZ7(S), VYNOSY1(S), VYNOSY2(S); 
 
UCELFCE..    Z =E= sum(S, P(S) * (q * UP(S) - d * UM(S))); 
RETURN(T,S)..0 =E= sum(I1, (1 + C(I1,"1",S)) * X(I1,"1")) - sum(I2, Y(I2,"2",S)); 
OMEZ1(T,S).. G =E= sum(I2, (1 + C(I2,"2",S)) * Y(I2,"2",S)) - UP(S) + UM(S); 
OMEZ2..      W =E= sum(I1, X(I1,"1")); 
OMEZ3..      V1 =G= sqrt(sum(I1, sum(J1, X(I1,"1") * COV1(I1,J1,"1")* X(J1,"1")))); 
OMEZ4..      V1 =L= 5; 
  
OMEZ5(S)..   V2(S) =G= sqrt(sum(I2, sum(J2, Y(I2,"2",S) * COV2(I2,J2,"2")* 
Y(J2,"2",S)))); 
OMEZ6(S)..   V2(S) =L= 5; 
OMEZ7(S)..   W1(S) =E= sum(I2, Y(I2,"2",S)); 
VYNOSY1(S)..  RP1(S) =E= sum(I1, (1 + C(I1,"1",S)) * X(I1,"1")); 
VYNOSY2(S)..  RP2(S) =E= sum(I2, (1 + C(I2,"2",S)) * Y(I2,"2",S)); 
 
MODEL MARKOWITZ / all /; 
 
SOLVE MARKOWITZ MAXIMIZING Z USING NLP; 
 
File OUT / "twostage.txt" /; Put OUT; 
Put " ucelfce =  "; Put Z.L:6:3; Put //; 
Put " SMODCH T1= "; PUT V1.L:6:3; Put //; 
Put "         "Loop(I1, Put " ",I1.TL:7:3;); Put /; 
Put " T1 X ="; Loop(I1, Put " "X.L(I1,"1"):7:3;); Put //; 
Put "kovarianční matice 1"; Put //; 
Put "  "Loop(I1, Put " ",I1.TL:7:3;); Put /; 
Loop(J1, Loop(I1, Put" " COV1(I1,J1,"1"):7:4;); Put /;);Put /; 
Put "S    " Put "  RP1 "; Put "    RP2 "; Put "     UP   "; Put "   UM      "; 
Loop(I2, Put "T2 ",I2.TL:7:3;); Put "  V2  "; Put /; 
Put ""Loop(S, put "" S.TL:3; Put"  "RP1.L(S):6:1; Put"  "RP2.L(S):6:1; Put "   " 
UP.L(S):6:3; Put "   " UM.L(S):6:3; Loop(I2, Put"   "Y.L(I2,"2",S):7:3;); 
Put "   " V2.L(S):6:3; 
Put /;)  Put //; 
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